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ΠΕΡΙΛΗΧΗ 

΢τθν παροφςα πτυχιακι εργαςία γίνεται ανάλυςθ των βαςικϊν εννοιϊν τθσ κεωρίασ 

υπολογιςτικισ πολυπλοκότθτασ. Θ κεωρία τθσ πολυπλοκότθτασ είναι το μζροσ εκείνο 

τθσ κεωρίασ υπολογιςμοφ, το οποίο αςχολείται με τθν κοςτολόγθςθ των πόρων που 

απαιτοφνται για τθν αλγορικμικι επίλυςθ ενόσ προβλιματοσ. Επομζνωσ θ κεωρία 

πολυπλοκότθτασ αποτελεί βαςικό δομικό λίκο τθσ ανάλυςθσ αλγορίκμων και κεντρικό 

γνωςτικό πεδίο τθσ επιςτιμθσ υπολογιςτϊν. ΢το πρϊτο κεφάλαιο αναφζρονται οι 

βαςικζσ ζννοιεσ του υπολογιςτικοφ προβλιματοσ, του ςτιγμιότυπου ενόσ προβλιματοσ 

και του αλγόρικμου. ΢το δεφτερο κεφάλαιο περιγράφονται δφο βαςικοί πόροι για τθν 

ανάλυςθ τθσ πολυπλοκότθτασ που είναι θ χρονικι και θ χωρικι πολυπλοκότθτα των 

αλγορίκμων. To τρίτο κεφάλαιο αναφζρεται ςτθν αςυμπτωτικι εκτίμθςθ των 

αλγορίκμων, θ οποία προςδιορίηει τθν τάξθ μεγζκουσ του χρόνου εκτζλεςισ τουσ. 

Επίςθσ αναλφεται ο αςυμπτωτικόσ ςυμβολιςμόσ και ςυγκεκριμζνα οι ςυμβολιςμοί Θ, Ο, 

Ω, ω, ο. ΢το τζταρτο κεφάλαιο περιγράφονται οι αναδρομικοί αλγόρικμοι, οι αλγόρικμοι 

τφπου «διαίρει και βαςίλευε» κακϊσ και οι «άπλθςτοι» αλγόρικμοι. Σο πζμπτο κεφάλαιο 

παρουςιάηει τον δυναμικό προγραμματιςμό και τθ κεωρία των γραφθμάτων. Σο ζκτο και 

τελευταίο κεφάλαιο περιγράφει τουσ αποδοτικοφσ αλγόρικμουσ και αναλφει τισ κλάςεισ 

πολυπλοκότθτασ P και NP.  
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ABSTRACT 
In the present thesis we review the basic concepts of the theory of computational 

complexity. This theory is that part of the computation theory, which is concerned with 

the evaluation of the resources required for the algorithmic solution of a given problem. 

In this respect, complexity theory is a basic tool for the analysis of algorithms and hence a 

very important topic in the field of computer science. In the first chapter we review 

notions of a computational problem, an instance of the problem and the algorithms used 

for its solution. The second chapter describes two central quantities used in the analysis 

of the complexity of a computation  that is time and space complexity of algorithms. The 

third chapter refers to the asymptotic estimation of the complexity of an algorithm, which 

determines the order of magnitude of its run time. We also present the asymptotic 

notations and particularly the notations Θ, Ο, Ω, ω, ο. The fourth chapter describes the 

structure of recursive, “divide and conquer” and greedy algorithms. The fifth chapter 

presents the principles of dynamic programming and some elements of graph theory. The 

sixth and last chapter describes the notion of efficient algorithms and analyzes the 

complexity classes P and NP. 
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Κεφϊλαιο 1: Βαςικϋσ ϋννοιεσ  
 

1.1 Τπολογιςτικό πρόβλημα. Ο μεταςχθματιςμόσ ενόσ ςυνόλου δεδομζνων 

ειςόδου ςε ζνα ςφνολο δεδομζνων εξόδου ορίηεται ωσ υπολογιςτικό πρόβλθμα. Σα 

δεδομζνα ειςόδου ζχουν τθ μορφι ενόσ ζγκυρου ςτιγμιότυπου, ενϊ τα δεδομζνα 

εξόδου ζχουν τθ μορφι και τισ ιδιότθτεσ μιασ απάντθςθσ ι μιασ λφςθσ. Ζνα υπολογιςτικό 

πρόβλθμα ορίηει τθ μορφι και τουσ περιοριςμοφσ που πρζπει να ικανοποιοφν τα 

δεδομζνα ειςόδου και τα δεδομζνα εξόδου. Για παράδειγμα ςε ζνα πρόβλθμα 

πολλαπλαςιαςμοφ δφο αρικμϊν τα δεδομζνα ειςόδου είναι οι δφο αρικμοί (x,y), και τα 

δεδομζνα εξόδου είναι το γινόμενό τουσ x*y.  

1.1.1 Σύποι προβλημϊτων 

Με κριτιριο τθ δυνατότθτα επίλυςθσ ενόσ προβλιματοσ διακρίνονται τρεισ κατθγορίεσ 

προβλθμάτων:  

 Επιλφςιμα, χαρακτθρίηονται τα προβλιματα για τα οποία θ λφςθ τουσ είναι ιδθ 

γνωςτι και ζχει διατυπωκεί. 

 Ανοικτά, ονομάηονται τα προβλιματα για τα οποία θ λφςθ τουσ δεν ζχει μεν 

ακόμα βρεκεί, αλλά παράλλθλα δεν ζχει αποδειχκεί, ότι δεν επιδζχονται λφςθ. 

 Άλυτα,  χαρακτθρίηονται τα προβλιματα για τα οποία ζχουμε φτάςει ςτθ 

παραδοχι, ότι δεν επιδζχονται λφςθ. 

Με κριτιριο το βακμό δόμθςθσ των λφςεων τουσ, τα επιλφςιμα προβλιματα μποροφν να 

διακρικοφν ςε τρεισ βαςικζσ κατθγορίεσ:  

 Δομθμζνα, χαρακτθρίηονται τα προβλιματα των οποίων θ επίλυςθ προζρχεται 

από μια αυτοματοποιθμζνθ διαδικαςία. 

 Ημιδομθμζνα, ονομάηονται τα προβλιματα των οποίων θ λφςθ επιδιϊκεται ςτα 

πλαίςια ενόσ εφρουσ πικανϊν λφςεων, αφινοντασ ςτον ανκρϊπινο παράγοντα  

τα περικϊρια επιλογισ. 

 Αδόμθτα, χαρακτθρίηονται τα προβλιματα των οποίων οι λφςεισ δεν μποροφν να 

δομθκοφν ι δεν ζχει διερευνθκεί ςε βάκοσ θ δυνατότθτα δόμθςθσ τουσ. 
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Με κριτιριο το είδοσ επίλυςθσ που επιηθτοφν τα προβλιματα διακρίνονται ςε τρεισ 

κατθγορίεσ:  

 Απόφαςθσ, όπου θ απόφαςθ που πρόκειται να λθφκεί ωσ λφςθ του 

προβλιματοσ που τίκεται απαντά ςε ζνα ερϊτθμα και πικανόν αυτι θ απάντθςθ 

να είναι ζνα "Ναι" ι ζνα "Όχι". Αυτό που κζλουμε να διαπιςτϊςουμε ςε ζνα 

πρόβλθμα απόφαςθσ είναι αν υπάρχει απάντθςθ που ικανοποιεί τα δεδομζνα 

που κζτονται από το πρόβλθμα. 

 Υπολογιςτικά, όπου το πρόβλθμα που τίκεται απαιτεί τθ διενζργεια 

υπολογιςμϊν, για να μπορεί να δοκεί μια απάντθςθ ςτο πρόβλθμα. ΢ε ζνα 

υπολογιςτικό πρόβλθμα ηθτάμε να βροφμε τθ τιμι τθσ απάντθςθσ που ικανοποιεί 

τα δεδομζνα του προβλιματοσ. 

 Βελτιςτοποίθςθσ, όπου το πρόβλθμα που τίκεται επιηθτά το βζλτιςτο 

αποτζλεςμα για τα ςυγκεκριμζνα δεδομζνα που διακζτει. ΢ε ζνα πρόβλθμα 

βελτιςτοποίθςθσ αναηθτοφμε τθν απάντθςθ που ικανοποιεί κατά τον καλφτερο 

τρόπο τα δεδομζνα που παρζχει το πρόβλθμα.  

1.2 ΢τιγμιότυπο προβλόματοσ.  
Ωσ ςτιγμιότυπο προβλιματοσ χαρακτθρίηεται κάκε ςφνολο δεδομζνων ειςόδου που 

πλθροί τουσ περιοριςμοφσ που τίκενται ςτον οριςμό ενόσ υπολογιςτικοφ προβλιματοσ. 

Για παράδειγμα ςτο πρόβλθμα του πολλαπλαςιαςμοφ δφο αρικμϊν, οι αρικμοί (2,3) 

αποτελοφν ζνα ςτιγμιότυπο. Κάκε ςτιγμιότυπο ενόσ προβλιματοσ μπορεί να ζχει καμία, 

μία ι και περιςςότερεσ λφςεισ. Οποιοδιποτε ςφνολο δεδομζνων εξόδου, το οποίο ςε 

ςυνδυαςμό με το ςτιγμιότυπο  ικανοποιεί τουσ περιοριςμοφσ που τίκενται ςτον οριςμό 

του προβλιματοσ, αποτελεί τθ λφςθ ενόσ ςτιγμιότυπου για το πρόβλθμα. Για 

παράδειγμα το 6 αποτελεί λφςθ του ςτιγμιότυπου (2,3) για το πρόβλθμα του 

πολλαπλαςιαςμοφ. Σο ςφνολο των ςτιγμιοτφπων ενόσ προβλιματοσ είναι άπειρο. 

1.3 Αλγόριθμοσ: ωσ αλγόρικμοσ ορίηεται μια πεπεραςμζνθ ςειρά ενεργειϊν, αυςτθρά 

κακοριςμζνων και εκτελζςιμων ςε πεπεραςμζνο χρόνο, που ςτοχεφουν ςτθν επίλυςθ 

ενόσ προβλιματοσ. Ο όροσ αλγόρικμοσ χρθςιμοποιείται για να δθλϊςει μεκόδουσ που 

εφαρμόηονται για τθν επίλυςθ προβλθμάτων. Είναι μια διαδικαςία ι ζνα ςφνολο 

κανόνων με ςκοπό τον υπολογιςμό.  
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Κάκε αλγόρικμοσ πρζπει να πλθροί κάποια κριτιρια: 

1. Να δζχεται ςαν είςοδο ζνα ςφνολο δεδομζνων τα οποία μεταςχθματίηει ςε ζνα 

ςφνολο δεδομζνων εξόδου.  

2. Ωσ ζξοδο πρζπει να δθμιουργεί τουλάχιςτον μία τιμι δεδομζνων ςαν 

αποτζλεςμα. Επομζνωσ ζνασ αλγόρικμοσ κεωρείται εργαλείο επίλυςθσ ενόσ 

υπολογιςτικοφ προβλιματοσ, όπου ο οριςμόσ του προβλιματοσ κακορίηει τθν 

επικυμθτι ςχζςθ μεταξφ των δεδομζνων ειςόδου και εξόδου. 

3. Ζνα άλλο κριτιριο είναι θ κακοριςτικότθτα του αλγορίκμου, όπου κάκε εντολι 

πρζπει να κακορίηεται χωρίσ καμία αμφιβολία για τον τρόπο εκτζλεςισ τθσ.  

4. Ζνασ αλγόρικμοσ πρζπει να είναι πεπεραςμζνοσ, δθλαδι να τελειϊνει ςε 

πεπεραςμζνο αρικμό βθμάτων.  

5. Ωσ τελευταίο κριτιριο ορίηεται θ αποτελεςματικότθτα, όπου κάκε μεμονωμζνθ 

εντολι του αλγορίκμου πρζπει να είναι απλι. Δθλαδι μια εντολι δεν αρκεί να 

ζχει οριςκεί αλλά πρζπει να είναι και εκτελζςιμθ. 

 

Οι αλγόρικμοι διακρίνονται ανάλογα με τθν τεχνικι επίλυςθσ ενόσ προβλιματοσ ςε: 

 Αναδρομικοί: χρθςιμοποιοφν αναδρομικζσ λφςεισ προβλθμάτων και επιλφουν 

ζνα πρόβλθμα, λφνοντασ ζνα ι περιςςότερα ςτιγμιότυπα του ίδιου προβλιματοσ. 

 Διαίρει και βαςίλευε: διαιροφν το πρόβλθμα ςε μικρότερα υποπροβλιματα και 

ςτθ ςυνζχεια οι λφςεισ τουσ ςυνδυάηονται για να προκφψει θ λφςθ του αρχικοφ.  

 Άπλθςτοι: επιλφουν προβλιματα επιλζγοντασ κάκε φορά τθν τοπικά βζλτιςτθ 

λφςθ προςδοκϊντασ τθν ςυνολικά βζλτιςτθ. 

 Δυναμικοφ προγραμματιςμοφ: επιλφουν προβλιματα χωρίηοντάσ τα ςε 

ανεξάρτθτα υποπροβλιματα και αποκθκεφουν τθ λφςθ υποπροβλθμάτων ςε 

πίνακα για τθν επαναχρθςιμοποίθςι τθσ.  

 Παράλλθλοι: μποροφν να διαχειριςτοφν ζνα μεγάλο αρικμό επεξεργαςτϊν που 

να δουλεφουν παράλλθλα για τθν ολοκλιρωςθ ενόσ ςυνολικοφ υπολογιςμοφ. 

 

 

 

 

 



4 
 

Ανάλογα με τθ λφςθ που επιτυγχάνουν οι αλγόρικμοι μποροφν να διακρικοφν ςε: 

 Βζλτιςτοι ι Άριςτοι: βρίςκουν τθ βζλτιςτθ λφςθ ενόσ προβλιματοσ. 

 Προςεγγιςτικοί ι ευριςτικοί: βρίςκουν όςο το δυνατόν καλφτερεσ λφςεισ ςε 

άλυτα ι πολφ δφςκολα προβλιματα. 

 

Η ζννοια του αλγορίκμου 
 

                                      πρόβλθμα 

 

                                     αλγόρικμοσ 

                 

 είςοδοσ                                                                                                ξ            ζξοδοσ 

 

Σχιμα 1: Η ζννοια του αλγορίκμου 

 

1.3.1 Ορθότητα αλγορύθμου. 

Όπωσ αναφζρκθκε παραπάνω, ζνα πρόβλθμα ζχει άπειρο αρικμό ςτιγμιότυπων. Για να 

κεωρθκεί ορκόσ ζνασ αλγόρικμοσ, πρζπει οι λφςεισ που υπολογίηει να είναι ςωςτζσ για 

όλα τα ςτιγμιότυπα του προβλιματοσ που λφνει. Όταν κζλουμε να επιβεβαιϊςουμε τθν 

ορκότθτα ενόσ αλγορίκμου για κάποιο πρόβλθμα, αρκεί να αποδείξουμε ότι ο 

αλγόρικμοσ υπολογίηει μία λφςθ για κάκε ςτιγμιότυπο του προβλιματοσ. ΢τθν αντίκετθ 

περίπτωςθ όπου κζλουμε να επιβεβαιϊςουμε ότι ενόσ αλγόρικμοσ για κάποιο 

πρόβλθμα δεν είναι ορκόσ, μποροφμε να παρουςιάςουμε ζνα ςτιγμιότυπο του 

προβλιματοσ για το οποίο ο αλγόρικμοσ δεν μπορεί να υπολογίςει κάποια λφςθ ι θ λφςθ 

που υπολογίηει δεν είναι ςωςτι. 

υπολογιςτισ 
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Κεφϊλαιο 2: Φρονικό και χωρικό πολυπλοκότητα αλγορύθμων 

2.1 Πολυπλοκότητα 

Για να χαρακτθριςτεί ζνασ αλγόρικμοσ «καλόσ» ι όχι, πρζπει να οριςτοφν κάποια 

κριτιρια που είναι απαραίτθτο να πλθροί. Αυτό γίνεται πριν από τθ ςχεδίαςι του. 

΢υνεπϊσ το βαςικό χαρακτθριςτικό ενόσ αλγορίκμου είναι θ αποδοτικότθτά του, δθλαδι 

το κατά πόςο είναι ι δεν είναι αποδοτικόσ. Θ ζννοια τθσ απόδοςθσ περιγράφει τθ χριςθ 

των υπολογιςτικϊν πόρων που είναι απαραίτθτοι για τθν επίλυςθ ενόσ προβλιματοσ. 

Αναλόγωσ το είδοσ του αλγορίκμου, οι υπολογιςτικοί πόροι μπορεί να είναι θ μνιμθ, θ 

κεντρικι μονάδα επεξεργαςίασ, ι ακόμα και κάποιοι πικανοί δικτυακοί πόροι που 

χρθςιμοποιοφνται. Μεγαλφτερθ ωςτόςο ςθμαςία για το περιςςότερο πλικοσ 

προβλθμάτων, ζχει θ χριςθ τθσ κεντρικισ μονάδασ επεξεργαςίασ. Με τον ζλεγχο τθσ 

χριςθσ τθσ κεντρικισ μονάδασ επεξεργαςίασ, αντιλαμβανόμαςτε το χρόνο που 

απαιτείται για τθν εκτζλεςθ του αλγορίκμου.  

Είναι ςυχνζσ οι περιπτϊςεισ που για τθν επίλυςθ ενόσ προβλιματοσ μπορεί να ζχουμε 

περιςςότερουσ από ζναν αλγορίκμουσ, που ο κακζνασ τουσ να μπορεί να υλοποιθκεί ςε 

θλεκτρονικό υπολογιςτι. ΢τισ περιπτϊςεισ αυτζσ διακρίνουμε ωσ καλφτερο τον 

αλγόρικμο που χρθςιμοποιεί τθ μικρότερθ υπολογιςτικι ιςχφ από τθν κεντρικι μονάδα 

επεξεργαςίασ και τισ λιγότερεσ κζςεισ μνιμθσ. Για να τεκμθριϊςουμε ότι ζνασ 

αλγόρικμοσ είναι βζλτιςτοσ, χρθςιμοποιοφμε ςαν μζτρο τθν πολυπλοκότθτά του.  

Θ κεωρία πολυπλοκότθτασ ανικει ςτο κομμάτι τθσ κεωρίασ υπολογιςμοφ, που 

αςχολείται με το κόςτοσ που ζχουν οι πόροι που απαιτοφνται για τθν αλγορικμικι 

επίλυςθ ενόσ προβλιματοσ. Επομζνωσ θ κεωρία πολυπλοκότθτασ αποτελεί βαςικό 

δομικό λίκο τθσ ανάλυςθσ αλγορίκμων και κεντρικό γνωςτικό πεδίο τθσ επιςτιμθσ 

υπολογιςτϊν. 

Όταν εξετάηεται θ πολυπλοκότθτα αλγορίκμων, γίνεται ςφγκριςθ μεταξφ δφο 

αλγορίκμων ςτο επίπεδο τθσ ιδζασ και αγνοοφνται οι λεπτομζρειεσ χαμθλοφ επιπζδου 

όπωσ για παράδειγμα το ςφνολο των εντολϊν του επεξεργαςτι, θ γλϊςςα 

προγραμματιςμοφ που χρθςιμοποιείται και το υλικό που χρθςιμοποιεί ο αλγόρικμοσ για 

να υλοποιθκεί. Οι ςυνθκζςτεροι πόροι για τουσ οποίουσ ενδιαφερόμαςτε είναι ο χρόνοσ, 

οπότε μιλάμε για τθ χρονικι πολυπλοκότθτα του αλγορίκμου, δθλαδι πόςα βιματα 

χρειάηεται να εκτελζςει ο αλγόρικμοσ ςυναρτιςει τθσ ειςόδου του, και ο χϊροσ, οπότε 

μιλάμε για τθ χωρικι πολυπλοκότθτα, δθλαδι πόςο χϊρο (μνιμθ) χρειάηεται ο 
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αλγόρικμοσ ςυναρτιςει τθσ ειςόδου του. Εκτόσ από αυτοφσ τουσ πόρουσ, κατά 

περίπτωςθ, μπορεί να ενδιαφερόμαςτε και για άλλουσ, όπωσ για παράδειγμα πόςοι 

παράλλθλοι επεξεργαςτζσ χρειάηονται για να λυκεί ζνα πρόβλθμα παράλλθλα. 

Θ ανάλυςθ πολυπλοκότθτασ είναι επίςθσ ζνα εργαλείο που μασ επιτρζπει να 

εξθγιςουμε πϊσ ζνασ αλγόρικμοσ ςυμπεριφζρεται κακϊσ θ είςοδοσ μεγαλϊνει. Επίςθσ, 

μασ επιτρζπει να εκτιμιςουμε πϊσ κα ςυμπεριφερκεί ο αλγόρικμοσ, αν του δϊςουμε 

διαφορετικι είςοδο. Για παράδειγμα, αν ο αλγόρικμόσ μασ χρειάηεται 1 δευτερόλεπτο 

για να τρζξει ςε είςοδο με μζγεκοσ 1000, κζλουμε να εξετάςουμε πϊσ κα 

ςυμπεριφερκεί αν διπλαςιάςουμε το μζγεκοσ τθσ ειςόδου, αν κα τρζξει το ίδιο γριγορα, 

με τθ μιςι ταχφτθτα, ι τζςςερισ φορζσ πιο αργά. ΢τον προγραμματιςμό ςτθν πράξθ, 

αυτό είναι ςθμαντικό κακϊσ μασ επιτρζπει να προβλζψουμε πϊσ ο αλγόρικμόσ μασ κα 

ςυμπεριφερκεί κακϊσ θ είςοδοσ μεγαλϊνει. Για παράδειγμα, αν ζχουμε φτιάξει ζναν 

αλγόρικμο για μία εφαρμογι που δουλεφει καλά με 1000 χριςτεσ και μετριςουμε το 

χρόνο εκτζλεςισ του, χρθςιμοποιϊντασ ανάλυςθ πολυπλοκότθτασ αλγορίκμων 

μποροφμε να ζχουμε μια αρκετά καλι ιδζα για το τι κα ςυμβεί μόλισ φτάςουμε τουσ 

2000 χριςτεσ. Οπότε αν ζχουμε μετριςει τθ ςυμπεριφορά του προγράμματόσ μασ για 

μικρι είςοδο, μποροφμε να ζχουμε μία καλι ιδζα για το πϊσ κα ςυμπεριφερκεί για 

μεγαλφτερθ είςοδο.  

2.1.1 Φρονικό πολυπλοκότητα 

Μια από τισ πιο κοινζσ μετρικζσ πολυπλοκότθτασ είναι θ χρονικι πολυπλοκότθτα που 

εκφράηει το χρόνο που απαιτείται για τθν εκτζλεςθ ενόσ προγράμματοσ. Θ χρονικι 

πολυπλοκότθτα αναλφεται προςδιορίηοντασ τον αρικμό των επαναλιψεων τθσ βαςικισ 

πράξθσ ωσ ςυνάρτθςθ του μεγζκουσ ειςόδου. Θ βαςικι πράξθ είναι αυτι που 

ςυνειςφζρει περιςςότερο από τισ άλλεσ ςτο χρόνο εκτζλεςθσ του αλγορίκμου. 

Μζγεκοσ ειςόδου 

 ( )        ( ) 

                       Χρόνοσ εκτζλεςθσ         Χρόνοσ εκτζλεςθσ                        Πλικοσ 

                                                                 βαςικισ πράξθσ                     επαναλιψεων 
                                                                                                                  βαςικισ πράξθσ 

 

Σχιμα 2: Ανάλυςθ χρονικισ πολυπλοκότθτασ 
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Πίνακασ 1: Βαςικά παραδείγματα προβλθμάτων - Ανάλυςθ μεγζκουσ ειςόδου και βαςικισ 
πράξθσ 

Πρόβλθμα Μζγεκοσ ειςόδου Βαςικι πράξθ 

Αναηιτθςθ κλειδιοφ ςε 
λίςτα με n αντικείμενα 

 

Σο πλικοσ n των 
αντικειμζνων 

΢υγκρίςεισ κλειδιϊν 

Πολλαπλαςιαςμόσ πινάκων με 
πραγματικοφσ αρικμοφσ 

Διαςτάςεισ των πινάκων 
Πολλαπλαςιαςμόσ  

πραγματικϊν αρικμϊν 

Τπολογιςμόσ αn n 
Πολλαπλαςιαςμόσ  

πραγματικϊν αρικμϊν 

Προβλιματα με γράφουσ Πλικοσ κορυφϊν ι και ακμϊν 
Θ επίςκεψθ ενόσ κόμβου ι θ 

διάςχιςθ μιασ ακμισ 

 

 

Παράδειγμα αλγορίκμου 1  

 Πρόβλθμα: Δίνεται μια ακολουκία ,αi-=α1,…..,αn, αiN, όπου ηθτείται το 

μεγαλφτερο ςτοιχείο τθσ. 

 Αλγόρικμοσ MAX1: 

 Θζςε τθν τιμι μιασ προςωρινήσ μεταβλητήσ v (που κα αποκθκεφει 

το μεγαλφτερο ςτοιχείο που ζχουμε δει μζχρι τϊρα) ςτθν τιμι a1  

 Για i=2,3,…,n επανζλαβε τα εξισ:  

 Πάρε το επόμενο ςτοιχείο ai ςτθν ακολουκία. Αν ai>v, τότε 

ανάκεςε ςτθν v τον αρικμό ai. Αλλιϊσ μθν κάνεισ τίποτα. 

 Επζςτρεψε τθν τιμι τθσ μεταβλθτισ v. 

 

 Απόδειξθ Ορκότθτασ: Με επαγωγι ςτον αρικμό των βθμάτων (επαναλιψεων) 

του αλγόρικμου 

 Βάςη: Για i=2, θ μεταβλθτι v ζχει τθν μεγαλφτερθ τιμι ανάμεςα ςτουσ a1 

και a2  
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 Υπόθεςη: Για i=k, θ μεταβλθτι v ζχει τθν μεγαλφτερθ τιμι ανάμεςα ςτουσ 

a1 ,…, ak  

 Επαγωγικό Βήμα: Θ εκτζλεςθ του βιματοσ k+1 ςυγκρίνει τον αρικμό ak+1 

με τον μζγιςτο ανάμεςα ςτουσ αρικμοφσ a1 ,…, ak και ανακζτει τον 

μεγαλφτερο από τουσ δφο ςτθ μεταβλθτι v. Άρα μετά τθν εκτζλεςθ του 

βιματοσ, θ μεταβλθτι v κα ζχει αποκθκευμζνο τον μζγιςτο ανάμεςα 

ςτουσ αρικμοφσ a1 ,…, ak+1  

 Χρονικι Πολυπλοκότθτα  

 Κακζνασ από τουσ αρικμοφσ a1 ,…, an ςυγκρίνεται με τθ μεταβλθτι v μια 

φορά. Αν c είναι ο χρόνοσ που απαιτείται για να ςυγκρικοφν δυο αρικμοί, 

τότε ο ςυνολικόσ χρόνοσ που απαιτείται για τισ ςυγκρίςεισ είναι c(n-1). 

o αν λάβουμε υπ’ όψιν μασ και τον χρόνο που απαιτείται για τθν 

αντιγραφι ενόσ αρικμοφ ςτθ μεταβλθτι v τότε θ ανάλυςθ γίνεται 

πολφ πιο περίπλοκθ αφοφ πρζπει να κάνουμε υποκζςεισ για τθν 

κατανομι των αρικμϊν ςτθν ακολουκία. Απλά υποκζτουμε ότι ο 

χρόνοσ αυτόσ ςυμπεριλαμβάνεται ςτθν ποςότθτα c.  

o To c εξαρτάται από τον ςυγκεκριμζνο Θ/Τ που χρθςιμοποιοφμε. 

Για αυτό λζμε ότι θ χρονικι πολυπλοκότθτα του αλγόρικμου είναι 

ανάλογθ προσ το n-1. 

 

Παράδειγμα αλγορίκμου 2 

 Πρόβλθμα: Δίνεται μια ακολουκία ,αi-=α1,…..,αn, αiN, όπου ηθτείται το 

μεγαλφτερο ςτοιχείο τθσ. 

 Αλγόρικμοσ MAX2: 

 Για i=1,3,…,n-1 επανζλαβε τα εξισ:  

o ΢φγκρινε τα ςτοιχεία ai και ai+1 τθσ ακολουκίασ. Αν ai> ai+1, 

τότε άλλαξε κζςθ ςτουσ δφο αρικμοφσ. Αλλιϊσ μθν κάνεισ 

τίποτα.  

 Επζςτρεψε τθν τιμι του ςτοιχείου an.  

 Απόδειξθ Ορκότθτασ 

 Με επαγωγι 
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 Χρονικι Πολυπλοκότθτα 

 Ο αλγόρικμοσ ΜΑΧ2 εκτελεί n-1 ςυγκρίςεισ αρικμϊν. Άρα θ χρονικι του 

πολυπλοκότθτα είναι ανάλογθ προσ το n-1  

Θ διαφορά που ζχει ο MAX2 με τον ΜΑΧ1, είναι ότι μεταβάλει τα δεδομζνα ςτθ μνιμθ 

αλλάηοντασ κζςθ ςτουσ αρικμοφσ, ενϊ ο ΜΑΧ1 απλά γράφει το αποτζλεςμα ςε μια άλλθ 

κζςθ μνιμθσ. Για τθν επίλυςθ ενόσ προβλιματοσ είναι πικανό να υπάρχει πλικοσ 

διαφορετικϊν αλγορίκμων που μπορεί να ζχουν ίδιεσ πολυπλοκότθτεσ ι και 

διαφορετικζσ. Οι περιςςότεροι αλγόρικμοι ζχουν διαφορετικοφσ χρόνουσ εκτζλεςθσ για 

ειςόδουσ διαφορετικοφ μεγζκουσ. Παραδείγματοσ χάρθ θ αναηιτθςθ ςε μια μεγάλθ 

λίςτα ςυνικωσ πραγματοποιείται ςε περιςςότερο χρόνο από τθν αναηιτθςθ ςε μια 

μικρι λίςτα. Για αυτό τον λόγο, θ χρονικι πολυπλοκότθτα ςυνικωσ εκφράηεται ωσ 

ςυνάρτθςθ του μεγζκουσ τθσ ειςόδου. Αυτι θ ςυνάρτθςθ ςυνικωσ δίνει τθν 

πολυπλοκότθτα για τθν χειρότερη περίπτωςη ειςόδου κάκε ςυγκεκριμζνου μεγζκουσ.  

Πιο ςπάνια χρθςιμοποιοφνται και ςυναρτιςεισ που εκφράηουν τισ πολυπλοκότθτεσ 

καλύτερησ και μέςησ περίπτωςησ.  

Θ χειρότερθ περίπτωςθ ενόσ αλγορίκμου αφορά το μζγιςτο κόςτοσ εκτζλεςθσ του 

αλγορίκμου, το οποίο μετράται ςε υπολογιςτικοφσ πόρουσ. Σο κόςτοσ αυτό πολλζσ 

φορζσ κρίνει τθν επιλογι και το ςχεδιαςμό ενόσ αλγορίκμου. Για να εκφραςκεί αυτι θ 

χειρότερθ περίπτωςθ χρειάηεται κάποιο μζγεκοσ ςφγκριςθσ και αναφοράσ που να 

χαρακτθρίηει τον αλγόρικμο. Θ πιο ςυνθκιςμζνθ πρακτικι μζτρθςθ είναι θ μζτρθςθ του 

αρικμοφ των βαςικϊν πράξεων που κα πρζπει να εκτελζςει ο αλγόρικμοσ ςτθ χειρότερθ 

περίπτωςθ. Για παράδειγμα μία βαςικι πράξθ μπορεί να είναι θ ανάκεςθ τιμισ, θ 

ςφγκριςθ μεταξφ δυο μεταβλθτϊν, ι οποιαδιποτε αρικμθτικι πράξθ μεταξφ δυο 

μεταβλθτϊν. Θ χειρότερθ περίπτωςθ αντιπροςωπεφει τισ τιμζσ εκείνεσ, που όταν 

δίνονται ωσ είςοδοσ ςτον αλγόρικμο, οδθγοφν ςτθν εκτζλεςθ του μζγιςτου αρικμοφ 

πράξεων. 

Θ μζςθ περίπτωςθ είναι θ πιο αντιπροςωπευτικι περίπτωςθ και είναι ςυχνά όςο κακι 

είναι και θ χειρότερθ. ΢τθ μζςθ περίπτωςθ λαμβάνονται υπόψθ όλεσ οι πικανζσ είςοδοι 

και υπολογίηεται ο υπολογιςτικόσ χρόνοσ για όλεσ τισ ειςόδουσ. Ακροίηονται όλεσ οι 
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τιμζσ και διαιροφνται με το πλικοσ τουσ. Είναι δφςκολο να υπολογιςτεί, αφοφ χρειάηεται 

να γίνουν υποκζςεισ για τθν κατανομι των δεδομζνων ειςόδου. 

΢τθν καλφτερθ περίπτωςθ υπολογίηεται ζνα κάτω φράγμα για το χρόνο εκτζλεςθσ ενόσ 

αλγορίκμου. Πρζπει να είναι γνωςτι θ υπόκεςθ που προκαλεί τον ελάχιςτο αρικμό των 

λειτουργιϊν που κα εκτελεςτοφν. Περιγράφει το ςενάριο ςτο οποίο ο αλγόρικμοσ 

παρουςιάηει τθν καλφτερθ απόδοςθ. Αυτό το ςενάριο δεν υλοποιείται ςυχνά. 

2.1.2 Φωρικό πολυπλοκότητα  

Θ χωρικι πολυπλοκότθτα ενόσ αλγορίκμου μελετάει πόςθ μνιμθ χρειάηεται για να 

ολοκλθρωκεί ο αλγόρικμοσ. Όπωσ και θ χρονικι πολυπλοκότθτα, προςδιορίηεται ωσ 

ςυνάρτθςθ του μεγζκουσ των δεδομζνων. ΢υμπεριλαμβάνει το χϊρο των εντολϊν και το 

χϊρο των δεδομζνων. Ο χϊροσ των εντολϊν είναι το ποςό τθσ μνιμθσ που απαιτοφν οι 

εντολζσ του αλγορίκμου και εξαρτάται από το μεταγλωττιςτι και το υλικό. Ο χϊροσ των 

δεδομζνων είναι το ποςό τθσ μνιμθσ που απαιτείται για τθν αποκικευςθ των τιμϊν 

όλων των ςτακερϊν και των μεταβλθτϊν και για τθ ςτοίβα περιβάλλοντοσ. Κάκε φορά 

που καλείται μια ςυνάρτθςθ ςτθ ςτοίβα περιβάλλοντοσ αποκθκεφονται θ διεφκυνςθ 

επιςτροφισ, οι τιμζσ των τοπικϊν μεταβλθτϊν και των τυπικϊν παραμζτρων τιμϊν και θ 

δζςμευςθ όλων των παραμζτρων αναφοράσ. Ο χϊροσ που καταλαμβάνει ζνα 

πρόγραμμα P ςυναρτιςει του μεγζκουσ του προβλιματοσ (n) είναι: S(n) = c + Sp(n) 

Όπου το c είναι το ςτακερό μζροσ και το Sp(n) είναι το μεταβλθτό μζροσ. 

Θ χωρικι πολυπλοκότθτα χειρότερθσ περίπτωςθσ ενόσ αλγόρικμου είναι θ ςυνάρτθςθ 

S(n), θ οποία είναι θ μζγιςτθ για όλεσ τισ ειςόδουσ μεγζκουσ n, των ακροιςμάτων χϊρου 

μνιμθσ από κάκε βαςικι πράξθ. Αν θ ςυνάρτθςθ αυτι είναι εκκετικι, τότε υπάρχει 

ςοβαρό πρόβλθμα ωσ προσ τθν επίλυςθ. 
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Κεφϊλαιο 3: Αςυμπτωτικού ςυμβολιςμού 

3.1 Αςυμπτωτικό εκτύμηςη 

Θ αποδοτικότθτα ενόσ αλγορίκμου, χαρακτθρίηεται από τθ ςυμπεριφορά του 

αλγορίκμου ςε μεγάλα ςτιγμιότυπα, όπωσ προκφπτει από τθν αςυμπτωτικι του 

εκτίμθςθ. Είναι ςθμαντικό όταν γίνεται ανάλυςθ ενόσ αλγορίκμου να προςδιορίηεται θ 

τάξθσ μεγζκουσ του χρόνου εκτζλεςισ του, ςαν ςυνάρτθςθ του μεγζκουσ του 

ςτιγμιότυπου. ΢τθν περίπτωςθ που το μζγεκοσ ενόσ ςτιγμιότυπου n γίνει αρκετά μεγάλο, 

οι τιμζσ τθσ ςυνάρτθςθσ από τθν οποία κακορίηεται θ τάξθ μεγζκουσ είναι αρκετά 

μεγαλφτερεσ από τουσ υπόλοιπουσ όρουσ. Για παράδειγμα, όταν ο όροσ n γίνει αρκετά 

μεγάλοσ, τότε ο όροσ 2n είναι ςθμαντικά μεγαλφτεροσ από τον 1000n2 και ο όροσ n2 είναι 

ςθμαντικά μεγαλφτεροσ από τον 100nlogn. ΢υνεπϊσ κεωρθτικά, ζνασ αλγόρικμοσ ο 

οποίοσ ζχει χρόνο εκτζλεςθσ μικρισ τάξθσ μεγζκουσ προτιμάται από ζναν αλγόρικμο ο 

οποίοσ ζχει χρόνο εκτζλεςθσ μεγαλφτερθσ τάξθσ μεγζκουσ. ΢τθν πράξθ, ο πρϊτοσ 

αλγόρικμοσ είναι πιο γριγοροσ από τον δεφτερο μόνο ςτθν περίπτωςθ που τα 

ςτιγμιότυπα που δίνονται προσ επίλυςθ είναι αρκετά μεγάλα.  

Κάποιεσ τάξεισ μεγζκουσ ςυναντϊνται αρκετά ςυχνά. Όταν το Σ(n) είναι ανεξάρτθτο του 

n ονομάηουμε το χρόνο εκτζλεςθσ ςτακερό. Όταν Σ(n) = n, n2, ι n3 ονομάηουμε το χρόνο 

εκτζλεςθσ γραμμικό, τετραγωνικό και κυβικό αντίςτοιχα.  ΢τθν περίπτωςθ που το Σ(n) = 

nk για μια ςυγκεκριμζνθ ςτακερά k, ονομάηουμε το χρόνο εκτζλεςθσ πολυωνυμικό. Όταν 

Σ(n) = dn για μια ςυγκεκριμζνθ ςτακερά όπου d > 1, ονομάηουμε το χρόνο εκτζλεςθσ 

εκκετικό.  

Εκτόσ από το χρόνο εκτζλεςθσ που είναι ο ςυνθκζςτεροσ υπολογιςτικόσ πόροσ, θ 

αποδοτικότθτα ενόσ αλγορίκμου μπορεί να υπολογιςτεί και από άλλουσ υπολογιςτικοφσ 

πόρουσ. Σζτοιοι πόροι είναι τα μθνφματα δικτφου, θ μνιμθ, ο αρικμόσ επεξεργαςτϊν 

κ.α.  

Θ αςυμπτωτικι εκτίμθςθ χρθςιμοποιείται γενικά για τισ απαιτιςεισ των αλγορίκμων 

όςον αφορά τουσ διάφορουσ υπολογιςτικοφσ πόρουσ, κακϊσ και για να εξάγει 

ςυμπεράςματα ςχετικά με το χρόνο εκτζλεςθσ τουσ. Θ περίπτωςθ ςτθν οποία ο χρόνοσ 

εκτζλεςθσ ενόσ αλγορίκμου κα μποροφςε να δίνεται από μια ςυνάρτθςθ του μεγζκουσ 

του ςτιγμιότυπου ειςόδου n, κεωρείται ιδανικι. 

΢υχνά ζνασ αλγόρικμοσ μπορεί να υπολογίηει διαφορετικοφσ χρόνουσ εκτζλεςθσ για 

διαφορετικά ςτιγμιότυπα του ίδιου μεγζκουσ. Τπάρχουν δθλαδι ςθμαντικζσ αποκλίςεισ 
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ςτο χρόνο εκτζλεςθσ, οι οποίεσ εξαρτϊνται εκτόσ από το μζγεκοσ και από τθ δομι του 

ςτιγμιότυπου ειςόδου.  

Για παράδειγμα, όταν ζχουμε ζναν αλγόρικμο που εκτελεί γραμμικι αναηιτθςθ ςε ζναν 

πίνακα με n ςτοιχεία, ο χρόνοσ εκτζλεςισ του εξαρτάται από τθ κζςθ ςτθν οποία 

βρίςκεται το ςτοιχείο που αναηθτοφμε. Αν το ςτοιχείο που αναηθτοφμε βρίςκεται ςτισ 

πρϊτεσ κζςεισ, ο χρόνοσ εκτζλεςθσ του αλγορίκμου είναι ςτακερόσ, ενϊ αν το ςτοιχείο 

βρίςκεται ςτισ τελευταίεσ κζςεισ ο χρόνοσ εκτζλεςθσ είναι γραμμικόσ. Αν το ςτοιχείο δεν 

υπάρχει ςτον πίνακα, ο χρόνοσ εκτζλεςθσ είναι επίςθσ γραμμικόσ. ΢υνεπϊσ, ο χρόνοσ 

εκτζλεςθσ του αλγόρικμου γραμμικισ αναηιτθςθσ είναι ςτακερόσ ςτθν καλφτερθ 

περίπτωςθ και γραμμικόσ ςτθ χειρότερθ περίπτωςθ.  

΢ε αυτζσ τισ περιπτϊςεισ, κζλουμε να διαπιςτϊςουμε ποια ςυμπεριφορά από τισ δφο 

είναι πιο αντιπροςωπευτικι για τον αλγόρικμο. Θ πιο αςφαλισ και απλι διεξαγωγι 

ςυμπεραςμάτων γίνεται από τα ςτιγμιότυπα που μεγιςτοποιοφν το χρόνο εκτζλεςθσ του 

αλγορίκμου. Θ εφαρμογι αυτισ τθσ μεκόδου, ονομάηεται ανάλυςθ χειρότερθσ 

περίπτωςθσ.  

Θ ανάλυςθ χειρότερθσ περίπτωςθσ παρζχει ζνα άνω φράγμα ςτο χρόνο εκτζλεςθσ που 

ιςχφει για κάκε ςτιγμιότυπο ειςόδου και για το λόγο αυτό είναι ιδιαίτερα επικυμθτι.  

Όπωσ διαπιςτϊνεται και ςτθν πράξθ, οι χρόνοι εκτζλεςθσ των περιςςότερων αρικμϊν 

δεν διαφοροποιοφνται ιδιαίτερα από τα αποτελζςματα τθσ ανάλυςθσ χειρότερθσ 

περίπτωςθσ. Τπάρχουν κάποιοι αλγόρικμοι ςτουσ οποίουσ ςπανίηουν τα ςτιγμιότυπα 

ειςόδου χειρότερθσ περίπτωςθσ, όπωσ ο αλγόρικμοσ αναηιτθςθσ με παρεμβολι. ΢ε 

τζτοιουσ αλγόρικμουσ, προκειμζνου να ζχουμε μια αςφαλι και ςαφι εικόνα για το 

χρόνο εκτζλεςισ τουσ, εφαρμόηεται θ ανάλυςθ τθσ μζςθσ περίπτωςθσ. 

 

3.2 Αςυμπτωτικόσ ςυμβολιςμόσ 

΢τθν αςυμπτωτικι εκτίμθςθ λαμβάνεται υπόψθ μόνο θ τάξθ μεγζκουσ του χρόνου 

εκτζλεςθσ του εκάςτοτε αλγορίκμου και αγνοοφνται οι ςτακερζσ. Σα αποτελζςματα τθσ 

αςυμπτωτικισ εκτίμθςθσ, ςτθν ουςία εκφράηονται από τον αςυμπτωτικό ςυμβολιςμό. Θ 

αςυμπτωτικι εκτίμθςθ του χρόνου εκτζλεςθσ ενόσ αλγορίκμου, κατθγοριοποιεί τουσ 

αλγόρικμουσ και ανάλογα με τθν αποτελεςματικότθτά τουσ ςυγκρίνει μεταξφ τουσ. Θ 

αςυμπτωτικι εκτίμθςθ εξετάηει μόνο τθν τάξθ μεγζκουσ, γιατί  το μζγεκοσ τθσ ειςόδου n 
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μπορεί να γίνει αρκετά μεγάλο και τότε οι τιμζσ μιασ ςυνάρτθςθσ με μεγαλφτερθ τάξθ 

μεγζκουσ, όπωσ είναι θ n2, είναι ςθμαντικά μεγαλφτερεσ από τισ τιμζσ μιασ ςυνάρτθςθσ 

μικρότερθσ τάξθσ μεγζκουσ, όπωσ είναι θ nlogn . ΢υνεπϊσ για τα περιςςότερα 

ςτιγμιότυπα ιςχφει ότι ζνασ αλγόρικμοσ που είναι αςυμπτωτικά αποδοτικότεροσ, είναι 

αποδοτικότεροσ και ςτθν πράξθ. 

΢τθν αςυμπτωτικι εκτίμθςθ του χρόνου εκτζλεςθσ των αλγορίκμων, χρθςιμοποιοφνται 

αρκετά ςυχνά κάποιοι κακιερωμζνοι τφποι αςυμπτωτικοφ ςυμβολιςμοφ. Ο 

αςυμπτωτικόσ ςυμβολιςμόσ, περιγράφει το χρόνο εκτζλεςθσ των αλγορίκμων και 

ορίηεται ςε ςυναρτιςεισ, οι οποίεσ ζχουν πεδίο οριςμοφ το ςφνολο των φυςικϊν 

αρικμϊν  N = ,0, 1, 2, …-. Ο ςυμβολιςμόσ αυτοφ του είδουσ είναι κατάλλθλοσ για τθν 

περιγραφι μιασ ςυνάρτθςθσ T(n), θ οποία ορίηεται για ακζραια μόνο μεγζκθ τθσ 

ειςόδου και δίνει το χρόνο εκτζλεςθσ ενόσ αλγορίκμου. Παρακάτω αναλφονται κάποιοι 

κακιερωμζνοι αςυμπτωτικοί ςυμβολιςμοί. 

 

3.2.1 ΢υμβολιςμόσ Θ 

Χρθςιμοποιοφμε τον αςυμπτωτικό ςυμβολιςμό Θ για να προςδιορίςουμε ακριβϊσ τθν 

τάξθ μεγζκουσ μίασ ςυνάρτθςθσ f(n). ΢υγκεκριμζνα, για κάκε ςυνάρτθςθ g(n), το ςφνολο 

ςυναρτιςεων Θ(g(n)) περιλαμβάνει όλεσ τισ ςυναρτιςεισ που ζχουν τθν ίδια ακριβϊσ 

τάξθ μεγζκουσ με τθ g(n). Με δεδομζνθ τθ ςυνάρτθςθ g(n), ςυμβολίηουμε με Θ(g(n)) το 

ςφνολο των ςυναρτιςεων: 

Θ(g(n)) = {f(n) : υπάρχουν κετικζσ ςτακερζσ c1, c2 και n0 τζτοιεσ ϊςτε :  

0 ≤ c1g(n) ≤ f(n) ≤ c2g(n) για κάκε n ≥ n0} 

Με βάςθ αυτόν τον οριςμό, θ ςυνάρτθςθ f(n) ανικει ςτθν κλάςθ ςυναρτιςεων Θ(g(n)), αν 

υπάρχουν κετικζσ ςτακερζσ c1, c2 τζτοιεσ ϊςτε θ f(n) να περιορίηεται μεταξφ c1g(n) και 

c2g(n) για αρκετά μεγάλεσ τιμζσ του n. Θ γραφικι αναπαράςταςθ φαίνεται ςτο ςχιμα 3. 

Για όλεσ τισ τιμζσ του n που είναι μεγαλφτερεσ του n0, οι τιμζσ τθσ f(n) βρίςκονται πάνω 

από το c1g(n) και κάτω από το c2g(n). Διαφορετικά, για κάκε n ≥ n0, θ g(n) προςεγγίηει τθν 

f(n) κατά ζνα ςτακερό παράγοντα. Για το λόγο αυτό λζμε ότι θ g(n) αποτελεί μια 

αςυμπτωτικά ακριβι εκτίμθςθ για τθν f(n). 
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Σχιμα 3: Γραφικι παράςταςθ του αςυμπτωτικοφ ςυμβολιςμοφ Θ 

 

Ο οριςμόσ του Θ(g(n)) απαιτεί κάκε μζλοσ τθσ κλάςθσ να είναι αςυμπτωτικά μθ 

αρνθτικό, δθλαδι θ τιμι f(n) πρζπει να είναι μεγαλφτερθ ι ίςθ του 0 για ζνα αρκετά 

μεγάλο n. ΢υνεπϊσ, θ ίδια ςυνάρτθςθ g(n) που χρθςιμοποιείται για τον οριςμό τθσ 

κλάςθσ πρζπει να είναι αςυμπτωτικά μθ αρνθτικι. ΢τθν αντίκετθ περίπτωςθ το ςφνολο 

Θ(g(n)) κα είναι κενό. 

Κατά βάςθ ο ςυμβολιςμόσ Θ(g(n)) δθλϊνει κλάςθ ςυναρτιςεων, αλλά ςυνικωσ 

γράφουμε f(n) = Θ(g(n)) για να δθλϊςουμε ότι θ f(n) είναι μζλοσ του ςυνόλου Θ(g(n)), 

δθλαδι f(n)  Θ(g(n)). Σο ίδιο γίνεται και με τα υπόλοιπα είδθ αςυμπτωτικοφ 

ςυμβολιςμοφ. 

Παραδείγματα 

1. Αν   f( n ) = n6 + 3n   τότε   n6 + 3n ∈ Θ( n6 )    ι    f( n ) = Θ( n6 ) 

2. Αν   f( n ) = 2n + 12   τότε   2n + 12 ∈ Θ( 2n )    ι    f( n ) = Θ( 2n )     

3. Αν   f( n ) = 3n + 2n    τότε   3n + 2n ∈ Θ( 3n )     ι    f( n ) = Θ( 3n )      

4. Αν   f( n ) = nn + n     τότε   nn + n ∈ Θ( nn )      ι    f( n ) = Θ( nn )      

Κατά τον προςδιοριςμό μιασ αςυμπτωτικά ακριβοφσ εκτίμθςθσ για τθν f(n), μποροφν να 

αγνοθκοφν οι όροι μικρότερθσ τάξθσ μεγζκουσ μιασ αςυμπτωτικά μθ αρνθτικισ 

ςυνάρτθςθσ f(n). Όταν το n τείνει ςτο άπειρο, οι όροι μικρότερθσ τάξθσ μεγζκουσ 

κεωροφνται αμελθτζοι ςε ςχζςθ με τον βαςικό όρο. Ζτςι μποροφμε να κζςουμε τθ 

ςτακερά c1 ςε τιμι μεγαλφτερθ και τθ ςτακερά c2 ςε τιμι λίγο μικρότερθ από το 

ςυντελεςτι του βαςικοφ όρου, ϊςτε οι ανιςότθτεσ του οριςμοφ του ςυμβολιςμοφ Θ να 
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ικανοποιοφνται για ςθμαντικά μεγάλεσ τιμζσ του n. Επομζνωσ ο ςτακερόσ ςυντελεςτισ 

του όρου που κυριαρχεί μπορεί να αγνοθκεί και μζνει ο κυρίαρχοσ όροσ, ο οποίοσ 

παρζχει μια αςυμπτωτικά ακριβι εκτίμθςθ για τθ ςυνάρτθςθ.  

Εφόςον κάκε ςτακερά είναι ζνα πολυϊνυμο μθδενικοφ βακμοφ, κάκε ςτακερά μπορεί 

να εκφραςτεί ςαν Θ(n0), ι απλοφςτερα ςαν Θ(1). Ο ςυμβολιςμόσ Θ(1) είναι 

καταχρθςτικόσ γιατί δεν ξεκακαρίηει τθ μεταβλθτι n. Σον χρθςιμοποιοφμε για να 

δθλϊςουμε είτε μια ςτακερά, είτε μια ςυνάρτθςθ θ οποία ζχει ςτακερι τιμι. 

 

3.2.2 ΢υμβολιςμόσ Ο 

Ο ςυμβολιςμόσ Ο χρθςιμοποιείται ςτθν περίπτωςθ που χρειαηόμαςτε μόνο ζνα 

αςυμπτωτικό άνω φράγμα ςτθν τάξθ μεγζκουσ μιασ ςυνάρτθςθσ. Δεδομζνθσ μιασ 

ςυνάρτθςθσ g(n), ςυμβολίηουμε με O(g(n)) το ςφνολο των ςυναρτιςεων: 

O(g(n)) = {f(n) : υπάρχουν κετικζσ ςτακερζσ c και n0 τζτοιεσ ϊςτε :  

0 ≤ f(n) ≤ cg(n) για κάκε n ≥ n0} 

Θ ςυνάρτθςθ g(n) πολλαπλαςιαςμζνθ με ζνα ςτακερό παράγοντα αποτελεί ζνα 

αςυμπτωτικό άνω φράγμα για τθ ςυνάρτθςθ f(n). Θ γραφικι αναπαράςταςθ φαίνεται 

ςτο ςχιμα 4. Για όλα τα n ≥ n0 θ ςυνάρτθςθ f(n) βρίςκεται κάτω από τθ cg(n). Όπωσ και 

ςτθν περίπτωςθ του ςυμβολιςμοφ Θ, αν και το O(g(n)) ορίηει κλάςθ ςυναρτιςεων, 

γράφουμε f(n) = O(g(n)) για να δθλϊςουμε ότι θ f(n) είναι μζλοσ του ςυνόλου O(g(n)). 

Από τθ ςφγκριςθ των οριςμϊν των ςυμβολιςμϊν Θ και Ο, ςυμπεραίνουμε ότι κάκε 

ςυνάρτθςθ f(n) που ανικει ςτο Θ(g(n)), ανικει και ςτο O(g(n)) . Δθλαδι Θ(g(n))⊆O(g(n)).  

 

Σχιμα 4: Γραφικι παράςταςθ του αςυμπτωτικοφ ςυμβολιςμοφ Ο 
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Όπωσ προκφπτει, το γεγονόσ ότι κάκε τετραγωνικι ςυνάρτθςθ f(n) = α n2 + β n + γ, όπου 

α>0, ανικει ςτο Θ(n2), ςθμαίνει επίςθσ ότι f(n) = O(n2). Επιπρόςκετα αν κεωριςουμε μια 

οποιαδιποτε γραμμικι ςυνάρτθςθ f(n) = αn + β όπου το α > 0, κζτοντασ τισ ςτακερζσ c 

= α + |β| και n0 = 1 , ζχουμε ότι για κάκε n ≥ n0, f(n) ≤ c n2. Επομζνωσ κάκε γραμμικι 

ςυνάρτθςθ ανικει ςτο O(n2). 

Ο ςυμβολιςμόσ Ο χρθςιμοποιείται πολλζσ φορζσ για τθ διατφπωςθ κατά προςζγγιςθ 

εκτιμιςεων ςχετικά με το χρόνο εκτζλεςθσ ενόσ αλγορίκμου. Για παράδειγμα, ο 

παρακάτω αλγόρικμοσ περιζχει ζνα διπλό φωλιαςμζνο βρόγχο: 

for i ← 1 to n do  

      for j ← i to n do 

          <εντολι> 

Αν το κόςτοσ εκτζλεςθσ τθσ <εντολισ> είναι Ο(1), δθλαδι ςτακερό, τότε το ςυνολικό 

κόςτοσ για τθν εκτζλεςθ του βρόγχου είναι Ο(n2), γιατί οι δείκτεσ i και j παίρνουν τιμζσ 

από 1 μζχρι n και για κάκε τιμι του i θ <εντολι> εκτελείται το πολφ n φορζσ.  

Εφόςον ο αςυμπτωτικόσ ςυμβολιςμόσ Ο παρζχει ζνα άνω φράγμα, θ περίπτωςθ που 

χρθςιμοποιοφμε τον Ο ςαν φράγμα για το χρόνο εκτζλεςθσ τθσ χειρότερθσ περίπτωςθσ 

ενόσ αλγορίκμου, μασ δίνει ζνα άνω φράγμα ςτο χρόνο εκτζλεςθσ για κάκε δεδομζνθ 

είςοδο. Όταν ο χρόνοσ εκτζλεςθσ χειρότερθσ περίπτωςθσ ενόσ αλγορίκμου είναι Ο(n2), 

ςθμαίνει ότι ο χρόνοσ εκτζλεςισ του για κάκε είςοδο είναι Ο(n2). Αυτό δεν ιςχφει για το 

ςυμβολιςμό Θ, γιατί ακόμα και αν ο χρόνοσ εκτζλεςθσ χειρότερθσ περίπτωςθσ του 

αλγορίκμου είναι Θ(n2), υπάρχουν ςτιγμιότυπα ειςόδου για τα οποία ο χρόνοσ εκτζλεςισ 

του είναι γραμμικόσ και επομζνωσ δεν είναι Θ(n2). 
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3.2.3 Συμβολιςμόσ Ψ 

΢ε αντίκεςθ με το ςυμβολιςμό Ο, ο ςυμβολιςμόσ Ω παρζχει ζνα αςυμπτωτικό κάτω 

φράγμα ςτθν τάξθ μεγζκουσ μιασ ςυνάρτθςθσ. Δεδομζνθσ μιασ ςυνάρτθςθσ g(n), 

ςυμβολίηουμε με Ω(g(n)) το ςφνολο των ςυναρτιςεων  

Ω(g(n)) = {f(n) : υπάρχουν κετικζσ ςτακερζσ c και n0 τζτοιεσ ϊςτε: 

0 ≤ cg(n) ≤ f(n) για κάκε n ≥ n0} 

Θ γραφικι αναπαράςταςθ φαίνεται ςτο ςχιμα 5. Χρθςιμοποιϊντασ τουσ οριςμοφσ των 

αςυμπτωτικϊν ςυμβολιςμϊν Θ, Ο και Ω μποροφμε να αποδείξουμε το ακόλουκο 

κεϊρθμα: 

Για κάκε ηευγάρι ςυναρτιςεων f(n) και g(n), f(n) = Θ(g(n)) αν και μόνο αν  

f(n) = O(g(n)) και f(n) = Ω(g(n))  

 

Σχιμα 5: Γραφικι παράςταςθ του αςυμπτωτικοφ ςυμβολιςμοφ Ω 

Για παράδειγμα εφαρμόηοντασ το παραπάνω κεϊρθμα, ςτθ ςχζςθ α n 2 + β n + γ = Θ ( n 2 )  

για κάκε τριάδα ςτακερϊν α, β, γ και α > 0, ςυνάγουμε ότι  α n2 + β n + γ =  Ο(n2) και α n2 

+ β n + γ =  Ω(n2). Σο κεϊρθμα αυτό χρθςιμοποιείται ςυνικωσ για να ςυνάγουμε 

ακριβείσ εκτιμιςεισ από τα άνω και κάτω φράγματα.  

Δεδομζνου ότι ο ςυμβολιςμόσ Ω παρζχει ζνα κάτω φράγμα για μια ςυνάρτθςθ, όταν τον 

χρθςιμοποιοφμε για να φράξουμε το χρόνο εκτζλεςθσ καλφτερθσ περίπτωςθσ ενόσ 

αλγορίκμου, το αποτζλεςμα αποτελεί ζνα κάτω φράγμα ςτο χρόνο εκτζλεςθσ του 

αλγορίκμου για όλα τα ςτιγμιότυπα ειςόδου. Δθλαδι το γεγονόσ ότι ο χρόνοσ εκτζλεςθσ 

καλφτερθσ περίπτωςθσ ενόσ αλγόρικμου είναι Ω(n) ςθμαίνει ότι ο χρόνοσ εκτζλεςθσ του 

αλγόρικμου είναι πάντα Ω(n) ι αλλιϊσ ότι ο αλγόρικμοσ δεν κα μπορζςει ποτζ να 

τερματίςει ςε λιγότερο από το γραμμικό χρόνο. 
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3.2.4 ΢υμβολιςμόσ ω  

Ο αςυμπτωτικόσ ςυμβολιςμόσ ω χρθςιμοποιείται για τθ διλωςθ ενόσ κάτω φράγματοσ 

το οποίο δεν είναι ακριβζσ. ΢υγκεκριμζνα δεδομζνθσ μιασ ςυνάρτθςθσ g(n), 

ςυμβολίηουμε με ω(g(n)) το ςφνολο των ςυναρτιςεων  

ω(g(n)) = {f(n): για κάκε κετικι ςτακερά c, υπάρχει ςτακερά n0 > 0 τζτοια ϊςτε:  

0 ≤ cg(n) < f(n) για κάκε n ≥ n0} 

Ζνασ ιςοδφναμοσ τρόποσ να διατυπωκεί ο παραπάνω οριςμόσ είναι ότι θ ςυνάρτθςθ f(n) 

= ω(g(n)) αν και μόνο αν g(n) = ο(f(n)). Ο ςυμβολιςμόσ f(n) = ω(g(n)) δθλϊνει ότι 

n

f (n)
lim

g(n)
  , εφόςον το όριο υπάρχει. Δθλαδι θ ςυνάρτθςθ f(n) γίνεται όςο μπορεί 

μεγαλφτερθ ςε ςφγκριςθ με τθ g(n), κακϊσ το n τείνει ςτο άπειρο. Για παράδειγμα 2n2 = 

ω(n) αλλά 2n2 ≠ ω(n2). 

3.2.5 ΢υμβολιςμόσ ο 

Ο αςυμπτωτικόσ ςυμβολιςμόσ ο δθλϊνει ζνα άνω φράγμα το οποίο δεν είναι ακριβζσ. Σο 

αςυμπτωτικό άνω φράγμα που παρζχεται από το ςυμβολιςμό Ο κάποιεσ φορζσ είναι 

ακριβζσ και κάποιεσ άλλεσ όχι. Για παράδειγμα το φράγμα 2n2 = Ο(n2) είναι ακριβζσ, ενϊ 

το φράγμα 2n = Ο(n2) δεν είναι. ΢υγκεκριμζνα δεδομζνθσ μιασ ςυνάρτθςθσ g(n), 

ςυμβολίηουμε με ο(g(n)) το ςφνολο των ςυναρτιςεων  

ο(g(n)) = {f(n) : για κάκε κετικι ςτακερά c, υπάρχει n0 > 0 τζτοια ϊςτε: 

0 ≤ f(n) < cg(n) για κάκε n ≥ n0} 

Τπάρχει ομοιότθτα ςτουσ οριςμοφσ των ςυμβολιςμϊν Ο και ο. ΢τθν ουςία θ διαφορά 

τουσ είναι ότι ςτον οριςμό του Ο ιςχφει 0 ≤ f(n) ≤ cg(n) για κάκε ςτακερά c > 0, ενϊ ςτον 

οριςμό του ο ιςχφει 0 ≤ f(n) < cg(n) για κάκε ςτακερά c > 0. Αυτό ςθμαίνει ότι ςτθν 

περίπτωςθ του ο θ ςυνάρτθςθ f(n) γίνεται μικρότερθ από τθ g(n) κατά μια οςοδιποτε 

μεγάλθ ςτακερά κακϊσ το n τείνει ςτο άπειρο. ΢ε διαφορετικι μακθματικι διατφπωςθ 

αυτό γράφεται: 
n

f (n)
lim 0

g(n)
 . Από τα παραπάνω ςυνάγεται ότι 2n = o(n2), αλλά 2n2 ≠ 

o(n2). 
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3.2.6 Παραδεύγματα αςυμπτωτικών ςυμβολιςμών 

Πίνακασ 2: Ο παρακάτω πίνακασ δείχνει τισ περιπτώςεισ που θ ςυνάρτθςθ f(n) ανικει ςτισ 
κλάςεισ Θ(g(n)), Ο(g(n)), Ω(g(n)), ω(g(n)), ο(g(n)). 

 ( ) g(n) Θ(g(n)) O(g(n)) Ω(g(n)) ω(g(n)) o(g(n)) 

2n+5 2n+ 25+n100 ναι ναι ναι όχι όχι 

n4 – n3 16log n ναι ναι ναι όχι όχι 

54n 102n όχι όχι ναι ναι όχι 

nl/log log n n0.001 όχι ναι όχι όχι ναι 

n! nn όχι ναι όχι όχι ναι 

nlog20n 2n όχι ναι όχι όχι ναι 

 

Παραδείγματα 

 Ζνασ Θ(n) αλγόρικμοσ είναι O(n). Αφοφ το αρχικό μασ πρόγραμμα ιταν Θ(n) 

μποροφμε να πετφχουμε O(n) χωρίσ καμία αλλαγι ςτο πρόγραμμά μασ. 

 Ζνασ Θ(n) αλγόρικμοσ είναι O(n2), αφοφ το n2 είναι χειρότερο από το n. 

 Ζνασ Θ(n2) αλγόρικμοσ είναι O(n3), αφοφ το n3 είναι χειρότερο από το n2. 

 Ζνασ Θ(n) αλγόρικμοσ δε μπορεί να είναι O(1), αφοφ το 1 δεν είναι χειρότερο από το 

n. Αν ζνα πρόγραμμα τρζχει αςυμπτωτικά n εντολζσ (ζνα γραμμικό πλικοσ εντολϊν), 

δεν μποροφμε να το κάνουμε χειρότερο και μετά να τρζχει αςυμπτωτικά μόνο 1 

εντολι (ζνα ςτακερό πλικοσ από εντολζσ). 

 Ζνασ O(1) αλγόρικμοσ είναι Θ(1), αφοφ οι δφο πολυπλοκότθτεσ είναι ίδιεσ. 

 Ζνασ O(n) αλγόρικμοσ είναι Θ(1). Αυτό μπορεί να ιςχφει ι μπορεί και να μθν ιςχφει 

ανάλογα με τον αλγόρικμο. ΢τθ γενικι περίπτωςθ δεν ιςχφει. Αν ζνασ αλγόρικμοσ 

είναι Θ(1), τότε είναι ςίγουρα O(n). Όμωσ αν είναι O(n) τότε μπορεί να μθν είναι Θ(1). 

Για παράδειγμα, ζνασ Θ(n) αλγόρικμοσ είναι O(n) αλλά όχι Θ(1). 
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Παραδείγματα ςε ακριβι φράγματα 

 ΢ε ζναν αλγόρικμο με πολυπλοκότθτα Θ(n) για τον οποίο βρικαμε ζνα άνω 

φράγμα O(n), θ Θ πολυπλοκότθτα και θ O πολυπλοκότθτα είναι οι ίδιεσ, οπότε το 

φράγμα είναι ακριβζσ. 

 ΢ε ζναν αλγόρικμο με πολυπλοκότθτα Θ(n2) για τον οποίο βρικαμε ζνα άνω 

φράγμα O(n3), θ O πολυπλοκότθτα είναι μεγαλφτερθσ κλίμακασ από τθ Θ 

πολυπλοκότθτα οπότε αυτό το φράγμα δεν είναι ακριβζσ. Ζνα φράγμα O(n2) κα 

ιταν ακριβζσ. Οπότε μποροφμε να γράψουμε ότι ο αλγόρικμοσ είναι o(n3). 

 ΢ε ζναν αλγόρικμο με πολυπλοκότθτα Θ(1) για τον οποίο βρικαμε ζνα άνω 

φράγμα O(n), θ O πολυπλοκότθτα είναι μεγαλφτερθσ κλίμακασ από τθ Θ 

πολυπλοκότθτα οπότε ζχουμε ζνα μθ ακριβζσ φράγμα. Σο φράγμα O(1) κα ιταν 

ακριβζσ. Οπότε μποροφμε να επιςθμάνουμε ότι το O(n) φράγμα δεν είναι ακριβζσ 

γράφοντάσ το ωσ o(n). 

 ΢ε ζναν αλγόρικμο με πολυπλοκότθτα Θ(n) για τον οποίο βρικαμε ζνα άνω 

φράγμα O(1), ζχει γίνει ςφάλμα ςτον υπολογιςμό του φράγματοσ. Είναι αδφνατο 

ζνασ Θ(n) αλγόρικμοσ να ζχει άνω φράγμα O(1), αφοφ το n είναι μεγαλφτερθ 

πολυπλοκότθτα από το 1. Σο O δίνει άνω φράγμα. 

 ΢ε ζναν αλγόρικμο με πολυπλοκότθτα Θ(n) για τον οποίο βρικαμε ζνα άνω 

φράγμα O(2n), ιςχφει ότι O(2n) = O(n) και ςυνεπϊσ αυτό το φράγμα είναι ακριβζσ 

αφοφ θ πολυπλοκότθτα είναι θ ίδια με το Θ. Θ αςυμπτωτικι ςυμπεριφορά των 

2n και n είναι θ ίδια. 
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Κεφϊλαιο 4: Αναδρομικού αλγόριθμοι, αλγόριθμοι διαύρει και 

βαςύλευε και ϊπληςτοι αλγόριθμοι 

4.1 Αναδρομικού αλγόριθμοι 

Αναδρομικόσ αλγόρικμοσ είναι ζνασ αλγόρικμοσ που λφνει ζνα πρόβλθμα λφνοντασ ζνα 

ι περιςςότερα ςτιγμιότυπα του ίδιου προβλιματοσ. Για τθν υλοποίθςθ αναδρομικϊν 

αλγορίκμων πολλζσ γλϊςςεσ προγραμματιςμοφ χρθςιμοποιοφν αναδρομικζσ 

ςυναρτιςεισ ι αναδρομικζσ μεκόδουσ. Δθλαδι μζκοδοι ι ςυναρτιςεισ που καλοφν τον 

εαυτό τουσ. Οι αναδρομικζσ ςυναρτιςεισ αντιςτοιχοφν ςε αναδρομικοφσ οριςμοφσ των 

μακθματικϊν ςυναρτιςεων.  

Οι αναδρομικζσ ςχζςεισ είναι αναδρομικϊσ οριςμζνεσ ςυναρτιςεισ. Μια αναδρομικι 

ςχζςθ ορίηει μια ςυνάρτθςθ τθσ οποίασ το πεδίο οριςμοφ είναι οι μθ αρνθτικοί ακζραιοι, 

είτε με κάποιεσ αρχικζσ τιμζσ είτε ωσ ςυνάρτθςθ των δικϊν τθσ τιμϊν για μικρότερουσ 

ακεραίουσ. Θ γνωςτότερθ κατά πάςα πικανότθτα ςυνάρτθςθ αυτοφ του είδουσ είναι θ 

παραγοντικι ςυνάρτθςθ ι ςυνάρτθςθ παραγοντικοφ θ οποία ορίηεται από τθν 

αναδρομικι ςχζςθ N! = N * (N - 1)! , για N ≥ 1 με 0! = 1 

Συνάρτθςθ παραγοντικοφ ςε java 

static int factorial (int N)  

   { 

      if (N == 0) return 1; 

      return N*factorial(N-1); 

   } 

Αυτι θ αναδρομικι μζκοδοσ υπολογίηει τθ ςυνάρτθςθ N! χρθςιμοποιϊντασ τον 

κακιερωμζνο αναδρομικό οριςμό. Επιςτρζφει τθ ςωςτι τιμι όταν καλείται με κετικό Ν 

και αρκετά μικρό ϊςτε το Ν! να μπορεί να αναπαραςτακεί ωσ ακζραιοσ τφπου int.  
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4.1.1 Ανϊλυςη πολυπλοκότητασ τησ ςυνϊρτηςησ παραγοντικού 

Αυτι θ ςυνάρτθςθ δεν ζχει κακόλου βρόγχουσ, αλλά θ πολυπλοκότθτά τθσ δεν είναι 

ςτακερι. Αυτό που πρζπει να κάνουμε για να υπολογίςουμε τθν πολυπλοκότθτά τθσ 

είναι να αρχίςουμε να μετράμε εντολζσ. Είναι εμφανζσ ότι, αν δϊςουμε κάποιο n ςε 

αυτι τθ ςυνάρτθςθ, κα εκτελζςει τον εαυτό τθσ n φορζσ. Αυτό μποροφμε να το 

διαπιςτϊςουμε και αν τρζξουμε τθ ςυνάρτθςθ για ζνα ςυγκεκριμζνο n. Για παράδειγμα, 

για n = 5, κα τρζξει 5 φορζσ, κακϊσ κα μειϊνει ςυνεχϊσ το n κατά 1 ςε κάκε κλιςθ. 

Μποροφμε λοιπόν να δοφμε ότι αυτι θ ςυνάρτθςθ είναι Θ(n). Επομζνωσ θ ςυνάρτθςθ 

ζχει γραμμικι πολυπλοκότθτα Ο(n). 

Χρθςιμοποιοφμε αναδρομι επειδι ςυχνά μασ επιτρζπει να εκφράηουμε πολφπλοκουσ 

αλγορίκμουσ ςε ςυμπαγι μορφι, χωρίσ να χάνεται θ αποδοτικότθτα. Για παράδειγμα θ 

αναδρομικι υλοποίθςθ τθσ ςυνάρτθςθσ παραγοντικοφ κάνει φανερι τθν ανάγκθ για 

τοπικζσ μεταβλθτζσ. Σο κόςτοσ τθσ αναδρομικισ υλοποίθςθσ προζρχεται από τουσ 

μθχανιςμοφσ των ςυςτθμάτων προγραμματιςμοφ που υποςτθρίηουν κλιςεισ μεκόδων, 

οι οποίεσ χρθςιμοποιοφν ζνα ιςοδφναμο ενςωματωμζνθσ ςτοίβασ ϊκθςθσ προσ τα κάτω. 

Σα περιςςότερα ςφγχρονα ςυςτιματα προγραμματιςμοφ διακζτουν προςεκτικά 

υλοποιθμζνουσ μθχανιςμοφσ για τθν εκτζλεςθ αυτισ τθσ εργαςίασ.  

 

4.1.2 Οι πύργοι του Hanoi 

Ζνα από τα πιο κλαςικά παραδείγματα χριςθσ αναδρομικϊν ςυναρτιςεων είναι οι 

πφργοι του Hanoi. Ο κρφλοσ λζει ότι ςε ζναν ναό ςτθν Άπω Ανατολι, οι ιερείσ 

προςπακοφν να μεταφζρουν μια ςτοίβα χρυςϊν δίςκων από ζναν ςτφλο ςε ζναν άλλο. Θ 

αρχικι ςτοίβα ζχει 64 δίςκουσ τοποκετθμζνουσ ςε ζναν ςτφλο και τακτοποιθμζνουσ από 

κάτω προσ τα πάνω ςε φκίνουςα ςειρά μεγζκουσ. Οι ιερείσ προςπακοφν να μεταφζρουν 

τθν ςτοίβα από τον ζνα ςτφλο ςτον άλλο, υπό τθν προχπόκεςθ ότι μόνο ζνασ δίςκοσ 

μεταφζρεται κάκε φορά και ςε καμία περίπτωςθ δεν μπορεί ζνασ μεγαλφτεροσ δίςκοσ 

να τοποκετθκεί πάνω από ζναν μικρότερο δίςκο. Είναι διακζςιμοι τρεισ ςτφλοι, ζνασ εκ 

των οποίων κα χρθςιμοποιθκεί για τθν προςωρινι τοποκζτθςθ των δίςκων. Τποκετικά, ο 

κόςμοσ κα τελειϊςει όταν οι ιερείσ ολοκλθρϊςουν το ζργο τουσ.  
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Σχιμα 6: Οι πφργοι του Hanoi 

Oι ιερείσ προςπακοφν να μεταφζρουν τουσ δίςκουσ από τον αριςτερό ςτφλο ςτον δεξιό. 

Για τθν ανάπτυξθ ενόσ αλγορίκμου που εμφανίηει τθν ακριβι ακολουκία κινιςεων τθσ 

μεταφοράσ των δίςκων από ςτφλο ςε ςτφλο, χρθςιμοποιείται αναδρομι. Θ μεταφορά n 

δίςκων μπορεί να εξεταςτεί ωσ μεταφορά μόνο n-1 δίςκων ωσ εξισ: 

 Μεταφζρονται n-1 δίςκοι από τον αριςτερό ςτο μεςαίο ςτφλο, χρθςιμοποιϊντασ 

τον δεξί ςτφλο ωσ προςωρινι περιοχι. 

 Ο τελευταίοσ και μεγαλφτεροσ δίςκοσ μεταφζρεται από τον αριςτερό ςτον δεξί 

ςτφλο. 

 Οι n-1 δίςκοι μεταφζρονται από τον μεςαίο ςτφλο ςτον δεξιό, χρθςιμοποιϊντασ 

τον αριςτερό ωσ προςωρινι περιοχι. 

Θ διαδικαςία τελειϊνει όταν θ τελευταία εργαςία καλζςει τθ μεταφορά του n=1 δίςκου. 

Αυτι θ εργαςία επιτυγχάνεται μεταφζροντασ απλϊσ τον δίςκο, χωρίσ τθν ανάγκθ 

προςωρινισ περιοχισ. 

Λφςθ τθσ ςυνάρτθςθσ ςε java με αναδρομικι μζκοδο 

public class TowersOfHanoi 

{ 

   // μεηαθέπει με αναδπομή δίζκοςρ μέζω ηων πύπγων  

   public static void solveTowers( int disks, int sourcePeg,  

      int destinationPeg, int tempPeg ) 
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   { 

      // βαζική πεπίπηωζη -- μόνο έναρ δίζκορ για μεηαθοπά 

      if ( disks == 1 ) 

      { 

         System.out.printf( "\n%d --> %d", sourcePeg,  

  destinationPeg ); 

         return; 

      } // ηέλορ ηηρ if 

 

      // βήμα ηηρ αναδπομήρ–μεηαθέπει (disk-1) δίζκοςρ από ηο   

 //sourcePeg ζηο tempPeg σπηζιμοποιώνηαρ ηο destinationPeg 

solveTowers( disks - 1, sourcePeg, tempPeg, destinationPeg 

); 

 

// μεηαθέπει ηον ηελεςηαίο δίζκο από ηο sourcePeg  

// ζηο destinationPeg 

System.out.printf( "\n%d --> %d", sourcePeg, destinationPeg 

); 

 

      // μεηαθέπει ( disks - 1 ) δίζκοςρ από ηο tempPeg 

// ζηο destinationPeg 

solveTowers( disks - 1, tempPeg, destinationPeg, sourcePeg 

); 

   } // ηέλορ μεθόδος solveTowers 

 

   public static void main( String[] args ) 

   { 

      int startPeg = 1; // η ηιμή 1 σπηζιμοποιείηαι για να  

  //ςποδείξει ηο startPeg για έξοδο 

      int endPeg = 3; // η ηιμή 3 σπηζιμοποιείηαι για να 

  //ςποδείξει ηο endPeg για έξοδο 

      int tempPeg = 2; // η ηιμή 2 σπηζιμοποιείηαι για να 

  //ςποδείξει ηο tempPeg για έξοδο    

      int totalDisks = 3; // πλήθορ δίζκων 

       

      // απσική μη αναδπομική κλήζη: μεηακίνηζη όλων ηων   

 // δίζκων. 



25 
 

      solveTowers( totalDisks, startPeg, endPeg, tempPeg ); 

   } // ηέλορ ηηρ main 

} // ηέλορ ηηρ κλάζηρ TowersOfHanoi 

 

Θ μζκοδοσ solveTowers λφνει το πρόβλθμα των πφργων του Ανόι με δεδομζνο το 

ςυνολικό πλικοσ των δίςκων, τον αρχικό ςτφλο, τον τελικό ςτφλο και τον προςωρινό 

ςτφλο ωσ παραμζτρουσ. Θ βαςικι περίπτωςθ ςυμβαίνει μόνο όταν ζνασ δίςκοσ 

χρειάηεται να μεταφερκεί από τον αρχικό ςτφλο ςτον τελικό ςτφλο. ΢το βιμα αναδρομισ 

μεταφζρονται disks-1 δίςκοι από τον πρϊτο ςτφλο(sourcePeg) ςτον προςωρινό 

ςτφλο(tempPeg). Όταν μεταφερκοφν όλοι οι δίςκοι εκτόσ από ζναν ςτον προςωρινό 

ςτφλο, καταγράφεται το βιμα που μεταφζρει τον μεγαλφτερο δίςκο από τον αρχικό 

ςτφλο ςτον ςτφλο προοριςμοφ. Με τθν κλιςθ τθσ μεκόδου solveTowers που 

μεταφζρονται με αναδρομι disks-1 δίςκοι από τον προςωρινό ςτον ςτφλο 

προοριςμοφ(destinationPeg), χρθςιμοποιϊντασ τον πρϊτο ςτφλο ωσ προςωρινό, 

τελειϊνουν οι υπόλοιπεσ κινιςεισ. Σζλοσ καλείται ςτθ main θ αναδρομικι μζκοδοσ 

solveTowers, θ οποία εξάγει τα βιματα ςτθν προτροπι εντολϊν. 

Θ πολυπλοκότθτα του αλγορίκμου υπολογίηεται ςχετικά εφκολα λόγω τθσ αναδρομικισ 

δομισ του. Ο αλγόρικμοσ επίλυςθσ του προβλιματοσ παράγει λφςθ θ οποία δθμιουργεί 

2Ν-1 κινιςεισ.  

Εφόςον πρζπει να μετακινθκεί θ ςτοίβα των Ν-1 δίςκων μία κζςθ δεξιά και άλλθ μία 

φορά επάνω από τον δίςκο Ν, τότε χρειάηεται δφο φορζσ το πλικοσ των κινιςεων εάν 

είχαμε μόνο μια ςτοίβα Ν-1 δίςκων και επιπλζον μία κίνθςθ για τον δίςκο Ν. Οπότε εάν 

απαιτοφνται ΣΚ κινιςεισ για μια ςτοίβα Κ δίςκων τότε για να μετακινθκοφν Ν δίςκοι 

χρειάηονται: 

ΣΝ = 2ΣΝ-1 + 1 κινιςεισ για Ν ≥ 2 και Σ1 = 1 

Οπότε με επαγωγι ζχουμε  

Σ1 = 21 – 1 = 2 – 1 = 1, 

Ζςτω ότι ιςχφει για Ν = k, δθλαδι Σk = 2k – 1, για k < N τότε 

ΣΝ = 2(2Ν-1 – 1) +1 = 2 * 2Ν-1 – 2 + 1 = 2Ν – 1  

Οπότε και θ πολυπλοκότθτα τθσ μεκόδου είναι Ο(2N ). 
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4.2 Διαύρει και βαςύλευε 

Θ μζκοδοσ ςχεδιαςμοφ αλγορίκμων διαίρει και βαςίλευε εφαρμόηεται ςε μεγάλο 

πλικοσ προβλθμάτων από διάφορα πεδία και είναι αρκετά απλι και πολφ 

αποτελεςματικι. Θ φφςθ τθσ μεκόδου διαίρει και βαςίλευε είναι αναδρομικι. Θ 

εφαρμογι τθσ για τθν επίλυςθ ενόσ υπολογιςτικοφ προβλιματοσ ςυνίςταται ςε τρία 

βαςικά βιματα: 

 ΢τθ διαίρεςθ του ςτιγμιότυπου ειςόδου ςε δφο ι και περιςςότερα μικρότερα 

ςτιγμιότυπα. 

 ΢τθν επίλυςθ των μικρότερων ςτιγμιότυπων που δθμιουργικθκαν, με 

αναδρομικι εφαρμογι του ίδιου αλγόρικμου. 

 ΢τθ ςφνκεςθ τθσ λφςθσ του αρχικοφ ςτιγμιότυπου από τισ λφςεισ των μικρότερων 

ςτιγμιότυπων. 

Θ εφαρμογι τθσ μεκόδου διαίρει και βαςίλευε γίνεται από τθν κορυφι προσ τθ βάςθ. Σα 

μεγάλα ςτιγμιότυπα διαιροφνται ςυνεχϊσ ςε μικρότερα μζχρι να γίνουν ςτοιχειϊδθ. 

Όταν το μζγεκοσ των υπο-ςτιγμιότυπων γίνει αρκετά μικρό, θ αναδρομι τερματίηεται τα 

υπο-ςτιγμιότυπα επιλφονται με τθ χριςθ κάποιου μθ αναδρομικοφ αλγόρικμου. 

Κάποια ςυνθκιςμζνα παραδείγματα εφαρμογισ τθσ μεκόδου διαίρει και βαςίλευε είναι 

ο αλγόρικμοσ ταξινόμθςθσ με ςυγχϊνευςθ(merge sort), ο αλγόρικμοσ ταχείασ 

ταξινόμθςθσ(quicksort) και ο αλγόρικμοσ επιλογισ ςε γραμμικό χρόνο που βαςίηεται 

ςτθν ίδια διαδικαςία διαίρεςθσ με τθν ταχεία ταξινόμθςθ.  

 

Για τθν επιτυχθμζνθ εφαρμογι τθσ μεκόδου διαίρει και βαςίλευε υπάρχουν κάποιεσ 

προχποκζςεισ:   

 Σα ςτιγμιότυπα που διαιροφνται να επιλφονται ευκολότερα από το αρχικό 

ςτιγμιότυπο. Για παράδειγμα, ςτον αλγόρικμο τθσ ταξινόμθςθσ με ςυγχϊνευςθ θ 

διαίρεςθ είναι κοινότυπθ, αφοφ ο αρχικόσ πίνακασ διαιρείται ςε δφο υποπίνακεσ 

ίςου μεγζκουσ. ΢τθν ταχεία ταξινόμθςθ θ διαίρεςθ γίνεται εφκολα εξετάηοντασ 

κάκε ςτοιχείο του πίνακα μια φορά. 

 Σα υπο-ςτιγμιότυπα που παράγονται από τθ διαίρεςθ να είναι ςθμαντικά 

μικρότερα από το αρχικό ςτιγμιότυπο και ςυνεπϊσ να επιδζχονται και 

ευκολότερθ επίλυςθ. Για παράδειγμα ςτουσ αλγόρικμουσ ταξινόμθςθσ με 
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ςυγχϊνευςθ και ταχείασ ταξινόμθςθσ, θ ταξινόμθςθ δυο ςυνόλων n/2 ςτοιχείων 

είναι ςθμαντικά ευκολότερθ από τθν ταξινόμθςθ ενόσ ςυνόλου n ςτοιχείων. 

 Θ διαίρεςθ να μθν οδθγεί ςε ςτιγμιότυπα που είναι ίδια μεταξφ τουσ ι που 

επικαλφπτονται. Επειδι κάκε ςτιγμιότυπο λφνεται από μια ανεξάρτθτθ 

αναδρομικι κλιςθ, θ επανάλθψθ υπο-ςτιγμιότυπων οδθγεί ςε ςπατάλθ 

υπολογιςτικϊν πόρων. Για παράδειγμα ςτουσ αλγόρικμουσ ταξινόμθςθσ με 

ςυγχϊνευςθ και ταχείασ ταξινόμθςθσ, από τθ διαίρεςθ προκφπτουν ξζνοι μεταξφ 

τουσ υποπίνακεσ που ταξινομοφνται ανεξάρτθτα. 

 Θ ςφνκεςθ τθσ λφςθσ για το αρχικό ςτιγμιότυπο από τισ λφςεισ των μικρότερων 

ςτιγμιότυπων να είναι ςθμαντικά ευκολότερθ από τθν επίλυςθ του αρχικοφ 

ςτιγμιότυπου. ΢τθν ταχεία ταξινόμθςθ για παράδειγμα, θ διαδικαςία τθσ 

διαίρεςθσ κακιςτά τθ διαδικαςία τθσ ςφνκεςθσ τετριμμζνθ. ΢τθν ταξινόμθςθ με 

ςυγχϊνευςθ, δφο ταξινομθμζνοι υποπίνακεσ μποροφν να ςυγχωνευτοφν εφκολα 

ςε ζναν ταξινομθμζνο πίνακα ςε γραμμικό χρόνο. 

Θ μζκοδοσ διαίρει και βαςίλευε, εκτόσ του ότι είναι απλι ςτθ ςφλλθψθ και τθν 

εφαρμογι τθσ, καταλιγει ςε αναδρομικοφσ αλγόρικμουσ οι οποίοι μποροφν να 

αναλυκοφν εφκολα. Για να γίνει ανάλυςθ ενόσ αλγόρικμου διαίρει και βαςίλευε πρζπει 

να διατυπωκεί και ςτθ ςυνζχεια να επιλυκεί θ αναδρομικι εξίςωςθ που χρθςιμοποιείται 

για τθν εκτζλεςι του. ΢υνικωσ θ αναδρομικι εξίςωςθ προκφπτει από τθν περιγραφι του 

αλγορίκμου. Μζςω των μακθματικϊν εργαλείων επιτυγχάνεται εφκολα και θ επίλυςθ 

τθσ αναδρομικισ εξίςωςθσ. 

 

4.2.1 Αλγόριθμοσ Merge-sort 

Ο αλγόρικμοσ merge sort είναι ζνασ αναδρομικόσ αλγόρικμοσ που αποςκοπεί ςτθ 

διάταξθ ενόσ ςυγκεκριμζνου πλικουσ αρικμϊν. Για να διατάξει ζναν πίνακα με πλικοσ 

αρικμϊν n, ο αλγόρικμοσ merge sort διαιρεί τον αρχικό πίνακα ςε δφο υποπίνακεσ που ο 

κακζνασ ζχει n/2 ςτοιχεία. Ο αλγόρικμοσ καλεί αναδρομικά τον εαυτό του και ζτςι οι 

δφο υποπίνακεσ διατάςςονται και ςυνενϊνονται ςε ζναν πίνακα του οποίου τα ςτοιχεία 

είναι διατεταγμζνα ςε αφξουςα ςειρά. 
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Ψευδοκϊδικασ του αλγόρικμου: 

 

mergeSort(int A[], int left, int right) { 

if (left >= right) return;  

mid = (left + right) / 2; 

mergeSort(A, left, mid); 

mergeSort(A, mid+1, right); 

merge(A, left, mid, right); } 

 

΢τον κϊδικα τθσ mergeSort, χρθςιμοποιοφμε τθ merge(A, left, mid, right), 

όπου Α είναι ζνασ πίνακασ και left ≤ mid ≤ right είναι οι δείκτεσ ςε κζςεισ του πίνακα Α 

που ορίηουν τουσ υποπίνακεσ που κα ςυνενωκοφν. Θ merge πραγματοποιεί τθ 

ςυνζνωςθ των διατεταγμζνων υποπινάκων A[left, …,mid+ και A[mid + 1, …, right+ ςε ζναν 

διατεταγμζνο υποπίνακα A[left, …, right]. 

Ζνα απλό παράδειγμα λειτουργίασ του αλγορίκμου mergeSort είναι το παρακάτω: 

 

 

 

Σχιμα 7: Παράδειγμα εφαρμογισ αλγόρικμου merge sort 

 

   1 8 3 6 5 4 7 2   

  

1 8 3 6  5 4 7 2  

 

 1 8  3 6  5 4  7 2 
   

1  8  3 6 5  4  7  2   

 

 1 8  3 6  4 5  2 7 
  

1 3 6 8  2 4 5 7 
  

1 2 3 4 5 6 7 8 
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Ο πίνακασ ειςόδου είναι ο Α = *1, 8, 3, 6, 5, 4, 7, 2+ και διαιρείται από τισ αναδρομικζσ 

κλιςεισ τθσ ςυνάρτθςθσ mergeSort ζωσ ότου οι υποπίνακεσ να περιζχουν μόνο ζνα 

ςτοιχείο. Θ ανάπτυξθ τθσ αναδρομισ ςταματά όταν κάκε υποπίνακασ περιζχει μόνο ζνα 

ςτοιχείο. Μετά από το ςθμείο αυτό, οι υποπίνακεσ ςυνενϊνονται διαδοχικά και 

φτιάχνουν τον διατεταγμζνο κατά αφξουςα ςειρά πίνακα Α = *1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8+. ΢το 

ςχιμα 7 διακρίνονται οι πίνακεσ με τουσ οποίουσ γίνονται οι αναδρομικζσ κλιςεισ τθσ 

mergeSort και ςτο κάτω μζροσ οι διατεταγμζνοι πίνακεσ που προκφπτουν κατά τθν 

επιςτροφι τθσ αναδρομισ από τθν εφαρμογι τθσ merge. 

Τπάρχει ορκότθτα ςτθ merge επειδι τα τμιματα είναι ταξινομθμζνα και όταν ζνα 

ςτοιχείο μεταφζρεται ςτον Α* +, δεν υπάρχει μικρότερο διακζςιμο ςτοιχείο ςτα δφο 

τμιματα. Θ ορκότθτα τθσ mergeSort αποδεικνφεται επαγωγικά, κακϊσ θ βάςθ είναι 

τετριμμζνθ και τα δφο τμιματα ςωςτά ταξινομθμζνα και ςυγχωνεφονται ςωςτά. 

Ζςτω ότι ο χρόνοσ εκτζλεςθσ χειρότερθσ περίπτωςθσ που κα χρειαςτεί ο αλγόρικμοσ 

mergeSort για να διατάξει n αρικμοφσ, ςυμβολίηεται με Σ(n). Αυτόσ ο χρόνοσ ιςοφται με 

το άκροιςμα του χρόνου 2T(n/2), που χρειάηεται θ mergeSort για τθ διάταξθ δφο 

υποπινάκων n/2 αρικμϊν, και του χρόνου που χρειάηεται θ merge για να ςυνενϊςει τουσ 

δφο διατεταγμζνουσ υποπίνακεσ ςε ζναν διατεταγμζνο πίνακα n ςτοιχείων. Δεδομζνου 

ότι ο χρόνοσ εκτζλεςθσ χειρότερθσ περίπτωςθσ τθσ διαδικαςίασ merge είναι Θ(n), 

προκφπτει ότι T(n) = 2T(n/2) + Θ(n). ΢τθν περίπτωςθ που το n = 1, θ mergeSort χρειάηεται 

ςτακερό χρόνο, δθλαδι T(1) = Θ(1). 

΢υνεπϊσ, ο χρόνοσ εκτζλεςθσ χειρότερθσ περίπτωςθσ τθσ mergeSort περιγράφεται από 

τθν αναδρομικι εξίςωςθ: 

   T(n) =   {
 ( )                                  
  (   )   ( )            

 

Περιγράφοντασ το χρόνο εκτζλεςθσ με μια αναδρομικι εξίςωςθ, ολοκλθρϊνεται ο 

ςχεδιαςμόσ και θ ανάλυςθ του αλγορίκμου, που είναι το ςθμαντικότερο κομμάτι τθσ 

διαδικαςίασ, θ οποία ολοκλθρϊνεται επιλφοντασ τθν αναδρομικι εξίςωςθ με 

μακθματικό τρόπο.  
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4.2.2 Μϋθοδοσ επανϊληψησ  

Θ μζκοδοσ επανάλθψθσ ζχει ςαν βαςικι ιδζα τθν ανάπτυξθ τθσ αναδρομικισ εξίςωςθσ, 

παρουςιάηοντάσ τθν ςαν άκροιςμα και τον υπολογιςμό του κλειςτοφ τφπου του 

ακροίςματοσ. Παρά τθν απλότθτα τθσ μεκόδου, θ εφαρμογι τθσ ςυνικωσ οδθγεί ςε 

πολφπλοκουσ μακθματικοφσ υπολογιςμοφσ.  

Μία ςθμαντικι παράμετροσ για τθν εφαρμογι τθσ μεκόδου είναι ο αρικμόσ των 

επαναλιψεων που κάνει θ αναδρομι μζχρι να καταλιξει ςτθν αρχικι ςυνκικθ. Τπάρχει 

επίςθσ και μία ακόμθ παράμετροσ που αφορά τον υπολογιςμό του ακροίςματοσ των 

όρων που προκφπτουν από κάκε επίπεδο ςτο οποίο αναπτφςςεται θ αναδρομι. Όταν θ 

αναδρομικι εξίςωςθ ορίηεται με πάνω ι κάτω ακζραια μζρθ κλαςμάτων, θ εφαρμογι 

τθσ μεκόδου τθσ επανάλθψθσ μπορεί να οδθγιςει ςε πολφπλοκεσ αλγεβρικζσ 

εκφράςεισ. ΢ε αυτι τθν περίπτωςθ είναι ιδιαίτερα χριςιμθ θ υπόκεςθ ότι το n ζχει 

τζτοια μορφι ϊςτε το κλάςμα να δίνει πάντα ακζραιο αποτζλεςμα. Για παράδειγμα ςτθν 

εξίςωςθ T(n) = 2T(n/2) + n, μποροφμε να υποκζςουμε ότι ςε κάκε βιμα το n είναι 

δφναμθ του 2, ϊςτε το n/2 να είναι ακζραιοσ. 

 

 

4.2.2.1 Δϋντρο αναδρομόσ 

Για τθν αναπαράςταςθ τθσ ανάπτυξθσ μιασ αναδρομικισ εξίςωςθσ, μποροφμε να 

χρθςιμοποιιςουμε μία μζκοδο που είναι χριςιμθ και απλι ςτθν εφαρμογι τθσ. Θ 

μζκοδοσ αυτι ονομάηεται δζντρο αναδρομισ και οργανϊνει καλφτερα τουσ αλγεβρικοφσ 

υπολογιςμοφσ ςτθν ανάπτυξθ μιασ αναδρομικισ εξίςωςθσ. Για τθν αναδρομικι εξίςωςθ 

T(n) = 2T(n/2) + Θ(n), το δζντρο τθσ αναδρομισ φαίνεται ςτο ΢χιμα 8. Επειδι ςε κάκε 

επίπεδο το n υποδιπλαςιάηεται, το φψοσ του δζντρου είναι Θ(log n), δθλαδι το δζντρο 

ζχει logn+1 επίπεδα. Ο ςυνολικόσ χρόνοσ εκτζλεςθσ κα είναι Θ(n log n). 
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                                                                 T(n) 

Θ(n)                                                         Θ(n) 

    +                         T(n/2)                                                              T(n/2)  

Θ(n)                      Θ(n/2)                                                             Θ(n/2) 

    +           T(n/4)                      T(n/4)                     T(n/4)                   T(n/4)   

 Θ(n)        Θ(n/4)                      Θ(n/4)                     Θ(n/4)                  Θ(n/4)   

    +                                                             . 
     .                                                             . 
     .                                                             . 

Θ(nlog n) 

Σχιμα 8: Δζντρο αναδρομισ 

 

 

4.2.3 Μϋθοδοσ αντικατϊςταςησ 

Θ μζκοδοσ αντικατάςταςθσ ζχει ςαν βαςικι ιδζα τθν πρόβλεψθ τθσ μορφισ λφςθσ τθσ 

αναδρομικισ εξίςωςθσ και τθ χριςθ τθσ μακθματικισ επαγωγισ για τον υπολογιςμό των 

ςτακερϊν με ακρίβεια, ζτςι ϊςτε να αποδειχτεί θ ορκότθτα τθσ λφςθσ. Θ μζκοδοσ αυτι 

βρίςκει εφαρμογι μόνο ςτισ περιπτϊςεισ κατά τισ οποίεσ θ μορφι τθσ λφςθσ μπορεί να 

προβλεφκεί. Επιπρόςκετα, θ μζκοδοσ τθσ αντικατάςταςθσ μπορεί να εφαρμοςτεί για τθν 

απόδειξθ αςυμπτωτικϊν εκτιμιςεων όςον αφορά τθ λφςθ αναδρομικϊν εξιςϊςεων. 

΢ε κάποιεσ περιπτϊςεισ που δεν είναι εφκολο να προβλζψουμε τθ μορφι τθσ λφςθσ, 

μποροφμε να εφαρμόςουμε τθ μζκοδο τθσ επανάλθψθσ, υπολογίηοντασ απλϊσ κάποια 

φράγματα ςτο άκροιςμα που προκφπτει και να χρθςιμοποιιςουμε αυτά τα φράγματα 

για τθν εφαρμογι τθσ μεκόδου τθσ αντικατάςταςθσ. 

              log n 
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Για να αποδείξουμε ότι Σ(n) = Θ(n log n) με τθ μζκοδο τθσ αντικατάςταςθσ υποκζτουμε 

ότι T(n/2) = Θ(n/2 log(n/2)), όπου οι ςτακερζσ c1, c2, του ςυμβολιςμοφ Θ είναι ίδιεσ με 

αυτζσ του Θ(n) ςτον οριςμό τθσ εξίςωςθσ. Αντικακιςτοφμε ςτθν αναδρομικι εξίςωςθ 

αυτι τθν υπόκεςθ και ζχουμε: 

 

2 2

2 2

2

( ) 2 log
2 2

log 1

log

n n
T n c c n

c n n c n

c n n

 
  

 

  



 

1 1

1 1

1

( ) 2 log
2 2

(log 1)

log

n n
T n c c n

c n n c n

c n n

 
  

 

  



 

   

Παρόλο που 1log1=0, όταν το n παίρνει μικρζσ τιμζσ μεγαλφτερεσ τθσ μονάδασ το T(n) = 

Θ(1). Άρα υπάρχουν κετικζσ ςτακερζσ c1, c2, για κάκε n > 1, τζτοιεσ ϊςτε c1 n log n ≤ 

T(n) ≤ c2 n log n. ΢υνεπϊσ, ο χρόνοσ εκτζλεςθσ χειρότερθσ περίπτωςθσ τθσ merge sort 

είναι Θ(n log n). 

 

4.2.4 Θεώρημα Κυριαρχύασ(Master Theorem) 

Σο Θεϊρθμα τθσ Κυριαρχίασ αποτελεί μια μζκοδο επίλυςθσ αναδρομικϊν εξιςϊςεων τθσ 

μορφισ T(n) = aT(n/b) + f(n) όπου α ≥ 1 και b > 1 είναι ςτακερζσ, και f(n) είναι μία 

αςυμπτωτικά κετικι ςυνάρτθςθ. 

Θ παραπάνω αναδρομικι ςχζςθ περιγράφει το χρόνο εκτζλεςθσ ενόσ αλγορίκμου 

διαίρει και βαςίλευε, που διαιρεί το αρχικό πρόβλθμα μεγζκουσ n ςε α επιμζρουσ 

προβλιματα, κακζνα μεγζκουσ n / b, τα οποία λφνονται αναδρομικά ςε χρόνο T(n/b) και 

το ςυνολικό κόςτοσ τθσ διαίρεςθσ κακϊσ και τθσ ςφνκεςθσ των επιμζρουσ 

αποτελεςμάτων για τθν εφρεςθ τθσ τελικισ λφςθσ δίνεται από τθ ςυνάρτθςθ f(n). Για 

παράδειγμα, ςτθν περίπτωςθ τθσ mergeSort a = 2, b = 2, και f(n) = Θ(n). Σο Θεϊρθμα 

διατυπϊνεται ωσ εξισ: 

Θεώρθμα: 

Ζςτω α ≥ 1 και b > 1 ςτακερζσ, f(n) μια αςυμπτωτικά κετικι ςυνάρτθςθ και T(n) μια 

ςυνάρτθςθ που ορίηεται επί των μθ αρνθτικϊν ακεραίων ςφμφωνα με τθν αναδρομικι 

ςχζςθ T(n) = aT(n/b) + f(n) 
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΢ε αυτιν τθν περίπτωςθ θ ςυνάρτθςθT(n) φράςςεται αςυμπτωτικά ωσ εξισ: 

1. Αν 
log

( ) ( )b a
f n O n


 για κάποια ςτακερά ε > 0, τότε 

log
( ) ( )b a

T n n  . 

2. Αν 
log

( ) ( )b a
f n n  , τότε 

log
( ) ( log )b a

T n n n  . 

3. Αν 
log

( ) ( )b a
f n n


  για κάποια ςτακερά ε > 0, και αν ( / ) ( )af n b cf n για 

κάποια κετικι ςτακερά c < 1 για κάκε n από κάποια τιμι και πάνω, τότε 

( ) ( ( ))T n f n  . 

Κατά τθν εφαρμογι του Θεωριματοσ τθσ Κυριαρχίασ, ςυγκρίνουμε τθ ςυνάρτθςθ f(n) με 

τθ ςυνάρτθςθ 
logb a

n  και ςε κάκε περίπτωςθ θ αςυμπτωτικά μεγαλφτερθ από τισ δφο 

ςυναρτιςεισ αποτελεί λφςθ τθσ εξίςωςθσ. Δεν αρκεί όμωσ μία από τισ δφο να είναι 

μεγαλφτερθ, αλλά πολυωνυμικά μεγαλφτερθ από τθν άλλθ, δθλαδι μικρότερθ κατά ζνα 

παράγοντα nε, για κάποια ςτακερά ε > 0. ΢τθν πρϊτθ περίπτωςθ, θ f(n) είναι 

πολυωνυμικά μικρότερθ από τθν 
logb a

n , οπότε θ λφςθ τθσ αναδρομικισ εξίςωςθσ είναι 

log
( ) ( )  b a

T n n   ΢τθ δεφτερθ περίπτωςθ, όπου οι ςυναρτιςεισ f(n) και 
logb a

n είναι τθσ 

ίδιασ τάξθσ μεγζκουσ, πολλαπλαςιάηουμε με ζνα λογαρικμικό παράγοντα και θ λφςθ τθσ 

αναδρομικισ εξίςωςθσ είναι 
log

( ) ( log )b a
T n n n  . ΢τθν τρίτθ περίπτωςθ, θ f(n) είναι 

πολυωνυμικά μεγαλφτερθ από τθν 
logb a

n και επιπλζον κα πρζπει να ικανοποιεί τθ 

ςυνκικθ ( / ) ( )af n b cf n , θ οποία ικανοποιείται από τισ περιςςότερεσ πολυωνυμικά 

φραγμζνεσ ςυναρτιςεισ. ΢ε αυτι τθν περίπτωςθ θ λφςθ τθσ αναδρομικισ εξίςωςθσ είναι 

( ) ( ( ))T n f n  . Παρόλα αυτά, είναι δυνατόν θ f(n) να μθν μπορεί να ενταχκεί ςε καμία 

από τισ παραπάνω περιπτϊςεισ και το κεϊρθμα να μθν μπορεί να εφαρμοςτεί. 

Παραδείγματα: 

1. Θεωροφμε τθν εξίςωςθ T(n) = 9T(n/3) + n, όπου α = 9, b = 3 και f(n) = n. 

Επομζνωσ, 3log 9 2n n  και 
2f (n) O(n ) , όπου ε κετικι μικρι ςτακερά. Άρα 

εφαρμόηοντασ τθν πρϊτθ περίπτωςθ του Θεωριματοσ τθσ Κυριαρχίασ, 

καταλιγουμε ςτο ςυμπζραςμα ότι T(n) = Θ(n2). 

2. Θεωροφμε τθν εξίςωςθ T(n) = T(2n/3) + 1, όπου α = 1, b = 3/2 και f(n) = 1. 

Επομζνωσ, ζχουμε 
3 2log 1 0( ) (1)f n n n   . ΢υνεπϊσ εφαρμόηεται θ δεφτερθ 

περίπτωςθ του κεωριματοσ και προκφπτει ότι T(n) = Θ(log n). 
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3. Θεωροφμε τθν εξίςωςθ T(n) = 3T(n/4) + nlog n, όπου α = 3, b = 4 και f(n) = nlogn. 

Επομζνωσ 4log 3 0,793n n  και 
0,793( ) ( ) f n n 

, όπου ε μια μικρι κετικι ςτακερά. 

Επίςθσ ιςχφει ότι α f(n/b) = 3 (n/4) log(n/4) = 3/4 n log (n/4) ≤ 3/4 nlogn = cf(n), 

όπου c=3/4  για αρκετά μεγάλεσ τιμζσ του n. Επομζνωσ, T(n) = Θ(n log n). 

4. Θεωροφμε τθν εξίςωςθ T(n) = 2T(n/2) + nlog n, όπου α = 2, b = 2 και 

( ) logf n n n . Επομζνωσ 2log 2n n  και  f(n) = Ω(n). Θ f(n) δεν είναι πολυωνυμικά 

μεγαλφτερθ από τθν 2log 2n . Άρα δεν μποροφμε να εφαρμόςουμε το Θεϊρθμα τθσ 

Κυριαρχίασ για αυτι τθν εξίςωςθ. Αυτι θ αναδρομικι εξίςωςθ δεν ανικει ςτισ 

περιπτϊςεισ 2 και 3 αλλά μπορεί να λυκεί με άλλεσ μεκόδουσ όπωσ για 

παράδειγμα τθ μζκοδο τθσ επανάλθψθσ. 

4.2.5 Πολλαπλαςιαςμόσ αριθμών και πινϊκων 

Θεωρϊντασ τισ αρικμθτικζσ πράξεισ ςτοιχειϊδεισ λειτουργίεσ, ο χρόνοσ εκτζλεςισ του 

είναι ςτακερόσ. Όμωσ όταν ζχουμε αρικμοφσ με πολλά ψθφία χρθςιμοποιοφνται 

διαφορετικοί αλγόρικμοι για να εκτελεςτοφν οι πράξεισ και ςυνεπϊσ προκφπτουν 

διαφορετικοί χρόνοι απόκριςθσ για τον κακζνα. Αν κεωριςουμε τισ πράξεισ των 

μονοψιφιων αρικμϊν ςτοιχειϊδεισ λειτουργίεσ, τότε μποροφμε να προςδιορίςουμε 

ευκολότερα το χρόνο εκτζλεςθσ αλγορίκμων που εκτελοφν αρικμθτικζσ πράξεισ μεταξφ 

πολυψιφιων αρικμϊν. ΢τισ πράξεισ αρικμϊν με πολλά ψθφία, το μζγεκοσ τθσ ειςόδου 

ιςοφται με το άκροιςμα των ψθφίων των αρικμϊν, αφοφ όταν αυξάνονται τα ψθφία 

αυξάνεται και θ δυςκολία ςτο πρόβλθμα. 

Όταν γίνεται πρόςκεςθ δφο αρικμϊν που ο κακζνασ τουσ ζχει n δυαδικά ψθφία, το 

άκροιςμά τουσ υπολογίηεται από τον αλγόρικμο πρόςκεςθσ που απαιτεί Θ(n) 

προςκζςεισ ςτα δυαδικά ψθφία. Ενϊ όταν γίνεται πολλαπλαςιαςμόσ μεταξφ των 

αρικμϊν αυτϊν, απαιτοφνται Θ(n2) ςτοιχειϊδεισ πράξεισ, αφοφ οι αρικμοί αποτελοφνται 

από n δυαδικά ψθφία και απαιτοφνται  n προςκζςεισ. Ο κλαςικόσ αλγόρικμοσ 

πολλαπλαςιαςμοφ a la russe απαιτεί Θ(n2) ςτοιχειϊδεισ πράξεισ, γιατί κάκε φορά που 

υποδιπλαςιάηεται ο πολλαπλαςιαςτισ, διπλαςιάηεται ο πολλαπλαςιαςτζοσ. Ο κάκε 

διπλαςιαςμόσ ζχει χρόνο εκτζλεςθσ Θ(n) και απαιτοφνται ςυνολικά n υποδιπλαςιαςμοί.  
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Για να εξετάςουμε αν υπάρχει κάποιοσ αλγόρικμοσ πολλαπλαςιαςμοφ ο οποίοσ είναι  

αςυμπτωτικά πιο γριγοροσ ςτο χρόνο εκτζλεςθσ χειρότερθσ περίπτωςθσ, εφαρμόηουμε 

τθ μζκοδο διαίρει και βαςίλευε. 

Για παράδειγμα κεωροφμε τουσ δυαδικοφσ αρικμοφσ x, y όπου ο αρικμόσ των ψθφίων n 

είναι ηυγόσ. Ζςτω ότι 1 2 1 1 2 1... , ...n n n nx x x x x y y y y y   , όπου  , 0,1i ix y  είναι τα 

δυαδικά ψθφία των αρικμϊν x και y. Κατά τθ διαίρεςθ ξεχωρίηουμε τα ςθμαντικότερα δυαδικά 

ψθφία από τα λιγότερο ςθμαντικά. Οπότε ο αρικμόσ x μπορεί να γραφεί ςαν 

22n

L Hx X X  , όπου ο XH αποτελείται από τα n/2 πιο ςθμαντικά δυαδικά ψθφία και ο 

XL αποτελείται από τα n/2 λιγότερο ςθμαντικά δυαδικά ψθφία. Σο ίδιο γίνεται και για τον 

αρικμό y, όπου 
22n

L Hy Y Y  . Σο γινόμενο x*y είναι ίςο με 

2 2

2 1 02 2 ( ) 2 2n n n n

H H H L L H L LX Y X Y X Y X Y Z Z Z      , όπου 2 H HZ X Y , 

1 H L L HZ X Y X Y   και 0 L LX Y   . Οι παραπάνω προςκζςεισ εκτελοφνται ςε χρόνο Θ(n) και 

τα επιμζρουσ γινόμενα υπολογίηονται με τζςςερισ αναδρομικζσ κλιςεισ του αλγορίκμου 

για αρικμοφσ με n/2 δυαδικά ψθφία. Επομζνωσ, ο χρόνοσ εκτζλεςθσ Σ1(n) αυτοφ του 

αλγορίκμου δίνεται από τθν αναδρομικι εξίςωςθ Σ1(n) = 4T1(n/2) + Θ(n). Εφαρμόηοντασ 

το Θεϊρθμα τθσ Κυριαρχίασ, βρίςκουμε ότι T1(n) = Θ(n2). 

΢υνεπϊσ, ςτο πρόβλθμα του πολλαπλαςιαςμοφ, δεν αρκεί θ απευκείασ εφαρμογι τθσ 

μεκόδουσ διαίρει και βαςίλευε. Αντί να υπολογίςουμε το Ζ1 απευκείασ με 

πολλαπλαςιαςμοφσ δφο ηευγαριϊν (n/2)–ψθφίων αρικμϊν, μποροφμε να υπολογίςουμε 

πρϊτα το ΗΣ = (XΘ + XL)(YH + YL) με ζναν πολλαπλαςιαςμό δφο (n/2 + 1)–ψθφίων αρικμϊν 

και ςτθ ςυνζχεια να υπολογίςουμε το Η1 από τον τφπο Η1 = ΗΣ – Η0 – Η2. Αυτι θ διαδικαςία 

χρειάηεται ςυνολικά μόνο τρεισ πολλαπλαςιαςμοφσ μεταξφ (n/2)–ψθφίων αρικμϊν. Οι 

προςκζςεισ που χρειάηονται είναι τζςςερισ περιςςότερεσ, αλλά θ κακεμία μπορεί να 

εκτελεςτεί ςε χρόνο Θ(n).  

Ο χρόνοσ εκτζλεςθσ χειρότερθσ περίπτωςθσ T(n) για το νζο αλγόρικμο δίνεται από τθν 

αναδρομικι εξίςωςθ T(n) = 2T(n/2) + T(n/2 + 1) + Θ(n). Για να απλοποιιςουμε τθν 

εξίςωςθ παρατθροφμε ότι Σ(n/2 + 1) = T(n/2) + Θ(n). Ζτςι, καταλιγουμε ςτθν εξίςωςθ 

Σ(n) = 3T(n/2) + Θ(n), θ οποία μπορεί να λυκεί με εφαρμογι του Θεωριματοσ τθσ 

Κυριαρχίασ και ζχει λφςθ log3 1,59( ) ( ) ( )T n n n    . 
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Όπωσ ςυνεπάγεται, θ ζμμεςθ εφαρμογι τθσ μεκόδου διαίρει και βαςίλευε βελτιϊνει 

ςθμαντικά το χρόνο εκτζλεςθσ του αλγορίκμου. Τπάρχουν αλγόρικμοι 

πολλαπλαςιαςμοφ αρικμϊν με πολλά ψθφία που είναι γρθγορότεροι, όπωσ ο 

αλγόρικμοσ με χρόνο εκτζλεςθσ χειρότερθσ περίπτωςθσ O(n log2 n). Ζνασ γνωςτόσ 

αλγόρικμοσ με χρόνο εκτζλεςθσ χειρότερθσ περίπτωςθσ Ο(nlognloglogn) είναι αυτόσ 

των Schonhage και Strassen, ο οποίοσ όμωσ δεν χρθςιμοποιείται ςτθν πράξθ εξαιτίασ τθσ 

μεγάλθσ πολλαπλαςιαςτικισ ςτακεράσ που κρφβεται από τον αςυμπτωτικό ςυμβολιςμό. 

4.2.6 Πολλαπλαςιαςμόσ πινϊκων – Θεώρημα Strassen 

Ο V.Strassen παρουςίαςε ςτα τζλθ τθσ δεκαετίασ του 1960 ζναν διαίρει και βαςίλευε 

αλγόρικμο πολλαπλαςιαςμοφ πινάκων με χρόνο εκτζλεςθσ Ο(nlog7) = O(n2.81). Θ βαςικι 

ιδζα του αλγόρικμου Strassen είναι παρόμοια με αυτι του αλγόρικμου 

πολλαπλαςιαςμοφ πολυψιφιων αρικμϊν. 

Ζςτω Α, Β δφο πίνακεσ n x n των οποίων κζλουμε να υπολογίςουμε το γινόμενο C = A x B. 

Αρχικά εφαρμόηουμε τον οριςμό: 

1,..., , 1,...,i n j n           
1

, , ,
n

k

C i j A i k B k j


  

Με βάςθ τον οριςμό κάκε ςτοιχείο του πίνακα C μπορεί να υπολογιςτεί ςε γραμμικό 

χρόνο Θ(n). Εφόςον ο C ζχει n2 ςτοιχεία, ο χρόνοσ εκτζλεςθσ του αλγορίκμου είναι Θ(n3).  

Ζςτω ότι ο n είναι άρτιοσ. Σότε οι πίνακεσ A, B, C μποροφν να διαιρεκοφν ςε τζςςερισ 

υποπίνακεσ μεγζκουσ 
2 2

n n
  ωσ εξισ:  

11 12

21 22

A A
A

A A

 
  
 

       , 
11 12

21 22

B B
B

B B

 
  
 

      ,    
11 12

21 22

C C
C

C C

 
  
 

 

όπου  

C11 = A11B11 + A12B21 

C12 = A11B12 + A12B22 

C21 = A21B11 + A22B21 

C22 = A21B12 + A22B22 
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Με αυτόν τον τρόπο ο υπολογιςμόσ του γινομζνου δφο πινάκων n x n ανάγεται ςτον 

υπολογιςμό των γινομζνων οκτϊ ηευγαριϊν πινάκων 
2 2

n n
  και ςε τζςςερισ προςκζςεισ 

πινάκων 
2 2

n n
 . Σο άκροιςμα δφο πινάκων n x n μπορεί να υπολογιςκεί ςε χρόνο Θ(n2). 

Επομζνωσ ο χρόνοσ εκτζλεςθσ Σ1(n) του παραπάνω αλγόρικμου πολλαπλαςιαςμοφ 

πινάκων δίνεται από τθν αναδρομικι εξίςωςθ T1(n) = 8T1(n/2) + Θ(n2) με αρχικι ςυνκικθ 

Σ1(1) = Θ(1). Θ λφςθ αυτισ τθσ εξίςωςθσ είναι Σ1(n) = Θ(n3). Όπωσ και ςτον 

πολλαπλαςιαςμό αρικμϊν, θ προφανισ εφαρμογι τθσ μεκόδου διαίρει και βαςίλευε 

δεν οδθγεί ςε καμία βελτίωςθ. Μποροφμε όμωσ να βελτιϊςουμε το χρόνο εκτζλεςθσ 

υπολογίηοντασ τουσ υποπίνακεσ του C με διαφορετικό τρόπο. Αρχικά υπολογίηουμε τουσ 

παρακάτω πίνακεσ 
2 2

n n
 :  

1 21 22 11 22 12 11( )( )D A A A B B B       

2 11 11D A B   

3 12 21D A B  

4 11 21 22 12( )( )D A A B B     

5 21 22 12 11( )( )D A A B B     

6 12 21 11 22 22( )D A A A A B      

7 22 11 22 12 21( )D A B B B B      

΢τθ ςυνζχεια υπολογίηουμε τουσ τζςςερισ υποπίνακεσ του γινομζνου C από τουσ τφπουσ: 

11 2 3C D D     

12 1 2 5 6C D D D D     

21 1 2 4 7C D D D D      

22 1 2 4 5C D D D D     

Θ παραπάνω διαδικαςία υπολογιςμοφ είναι γνωςτι ςαν αλγόρικμοσ του Strassen και 

απαιτεί τθν εκτζλεςθ μόνο επτά πολλαπλαςιαςμϊν πινάκων 
2 2

n n
  και ενόσ ςτακεροφ 

αρικμοφ προςκζςεων μεταξφ πινάκων 
2 2

n n
 . Σο άκροιςμα δφο πινάκων 

2 2

n n
  μπορεί 

να υπολογιςκεί ςε χρόνο Θ(n2).  
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Ζτςι ο χρόνοσ εκτζλεςθσ του αλγόρικμου Strassen, ζςτω Σ(n), δίνεται από τθν 

αναδρομικι εξίςωςθ 27 ( 2) ( )T n n με αρχικι ςυνκικθ Σ(1)=Θ(1). Θ λφςθ αυτισ τθσ 

εξίςωςθσ είναι log7 2.81( ) ( ) ( )T n n n    .  

Θ μεγάλθ πολλαπλαςιαςτικι ςτακερά ςτο χρόνο εκτζλεςθσ του αλγορίκμου Strassen 

κακιςτά τον αλγόρικμο πρακτικά εφαρμόςιμο μόνο για μεγάλεσ τιμζσ του n. ΢ιμερα 

είναι γνωςτόσ αλγόρικμοσ πολλαπλαςιαςμοφ πινάκων με χρόνο εκτζλεςθσ Ο(n2.376). 

 

4.2.7 Τπολογιςμόσ δύναμησ 

Θ χρθςιμότθτα τθσ μεκόδου υπολογιςμοφ δφναμθσ φαίνεται ςε μια απλι 

κρυπτογραφικι εφαρμογι. Ζςτω ότι δφο άνκρωποι α και β επικοινωνοφν για πρϊτθ 

φορά και για να προςτατεφςουν τθν επικοινωνία τουσ κα πρζπει να χρθςιμοποιιςουν 

ζνα κοινό κρυπτογραφικό κλειδί. Θ επικοινωνία τουσ είναι τθλεφωνικι, οπότε κα πρζπει 

να εξαςφαλίςουν ότι κα γνωρίηουν μόνο αυτοί οι δφο το κλειδί και δεν κα 

γνωςτοποιθκεί ςε κάποιον τρίτο που μπορεί να παρακολουκεί τθν επικοινωνία τουσ.  

Αρχικά αυτοί οι δφο ςυμφωνοφν ςε ζναν πολυψιφιο πρϊτο αρικμό p και ςε ζναν 

πολυψιφιο αρικμό q ο οποίοσ είναι μικρότεροσ του p. Οι αρικμοί αυτοί δεν μποροφν να 

κεωρθκοφν κρυφοί, αφοφ κάποιο τρίτο πρόςωπο που παρακολουκεί τθ ςυνομιλία 

μπορεί να τουσ μάκει.  

Ζπειτα ο α και ο β διαλζγουν τυχαία και ανεξάρτθτα από ζναν πολυψιφιο ακζραιο 

αρικμό μικρότερο του p. Ζςτω x και y οι αρικμοί αυτοί αντίςτοιχα. Ο α υπολογίηει τον 

αρικμό qx = qx mod p και τον κοινοποιεί ςτον β και αντίςτοιχα ο β υπολογίηει τον αρικμό 

qy = qy mod p και τον κοινοποιεί ςτον α. Όπωσ και τα p,q ζτςι και οι αρικμοί qx, qy δεν 

μποροφν να κεωρθκοφν μυςτικοί από κάποιο τρίτο πρόςωπο. 

Ο α γνωρίηει τουσ αρικμοφσ p, x, qy και υπολογίηει το  

 mod ( mod ) mod modx y x xy

x yK q p q p p q p     

Ο β γνωρίηει τουσ αρικμοφσ p, y, qx και υπολογίηει το 

      mod ( mod ) mod mody x y xy

y xK q p q p p q p    

Όπωσ προκφπτει ΚΧ = ΚΤ. Αυτόσ ο αρικμόσ ο οποίοσ ζχει υπολογιςκεί από τον α και τον β 

ξεχωριςτά δεν χρειάηεται να μεταδοκεί μζςω τθσ τθλεφωνικισ ςυνομιλίασ και μπορεί να 

χρθςιμοποιθκεί ςαν κοινό μυςτικό κλειδί ανάμεςά τουσ. 
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Θ εφαρμογι του πρωτοκόλλου υπολογιςμοφ δφναμθσ προχποκζτει τον γριγορο 

υπολογιςμό τθσ νιοςτισ δφναμθσ ενόσ ακεραίου αρικμοφ x ςτθν αρικμθτικι υπολοίπου 

ωσ προσ p. Επομζνωσ χρειάηεται ζνασ αποδοτικόσ αλγόρικμοσ για τον υπολογιςμό του 

modnx p όπου x, n και p είναι πολυψιφιοι ακζραιοι αρικμοί. Ο αλγόρικμοσ αυτόσ είναι 

απαραίτθτοσ για τον υπολογιςμό των modx

xq q p  και mody

yq q p  . 

Αφοφ το n είναι ζνασ πολφ μεγάλοσ αρικμόσ, δεν μπορεί να εφαρμοςτεί θ προφανισ 

προςζγγιςθ του υπολογιςμοφ όλων των δυνάμεων xi mod p, i=2,…,n, πολλαπλαςιάηοντασ 

το xi-1 mod p με το x. Θ μζκοδοσ διαίρει και βαςίλευε δίνει ζνα απλό αναδρομικό 

αλγόρικμο για τθν επίλυςθ αυτοφ του προβλιματοσ. 

 Αν το n είναι άρτιοσ θ νιοςτι δφναμθ του x προκφπτει ωσ το τετράγωνο τθσ 
2

n
-οςτισ 

δφναμθσ του x. Θ 
2

n
-οςτι δφναμθ του x υπολογίηεται αναδρομικά με τον ίδιο 

αλγόρικμο. Αν το n είναι περιττόσ , θ νιοςτι δφναμθ του x προκφπτει πολλαπλαςιάηοντασ 

το x με το τετράγωνο τθσ 
1

2

n 
-οςτισ δφναμθσ του x, που υπολογίηεται αναδρομικά από 

τον ίδιο αλγόρικμο. Μια αναδρομικι υλοποίθςθ του αλγόρικμου είναι θ παρακάτω: 

ExponRec(x,n,p) 

           if n=1 then return (x mod p); 

           t   ExponRec(x, [n/2],p); 

           t   t2 mod p; 

           if n is odd then return (t        ); 

           else return(t); 

 

Τποκζτουμε ότι ο χρόνοσ εκτζλεςθσ του παραπάνω αλγόρικμου είναι Σ(n) για τον 

υπολογιςμό τθσ νιοςτισ δφναμθσ ενόσ αρικμοφ. Ο αλγόρικμοσ εκτελεί μια αναδρομικι 

κλιςθ για τον υπολογιςμό τθσ 
2

n
-οςτισ δφναμθσ και το πολφ δφο πολλαπλαςιαςμοφσ 

αρικμϊν που δεν ξεπερνοφν το p δθλαδι ζχουν το πολφ logp ψθφία. Θ αναδρομικι 

κλιςθ απαιτεί χρόνο Σ(n/2). Ο χρόνοσ για τον πολλαπλαςιαςμό δφο αρικμϊν μικρότερων 

του p είναι Ο(log2p).  
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Σο Σ(n) δίνεται από τθν αναδρομικι ςχζςθ 2( ) ( 2) (log )T n T n O p  με αρχικι ςυνκικθ 

Σ(1) = Ο(1). Θ λφςθ αυτισ τθσ αναδρομικισ εξίςωςθσ είναι 2( ) (log log )T n O n p  αφοφ 

ςε κάκε βιμα ο αλγόρικμοσ χρειάηεται χρόνο Ο(log2p) και το n υποδιπλαςιάηεται. Θ 

βελτίωςθ που προκφπτει είναι ότι αν το n ζχει 512 δυαδικά ψθφία, ο αλγόρικμοσ εκτελεί 

το πολφ 210=1024 πολλαπλαςιαςμοφσ και όχι 2512 που κα χρειαηόταν αν ο υπολογιςμόσ 

δυνάμεων γινόταν με τθ ςειρά. 

 

4.3 Ωπληςτοι αλγόριθμοι 

Οι αλγόρικμοι προβλθμάτων βελτιςτοποίθςθσ ςυνικωσ ακολουκοφν μια ςειρά από 

βιματα, κάνοντασ ςε κάκε βιμα επιλογζσ, που ςχετίηονται με τθ μορφι τθσ βζλτιςτθσ 

λφςθσ. Ζνασ άπλθςτοσ αλγόρικμοσ κάνει τθν επιλογι που δείχνει καλφτερθ, τθ δεδομζνθ 

χρονικι ςτιγμι. Δθλαδι, ζνασ άπλθςτοσ αλγόρικμοσ κάνει ςε κάκε βιμα τθν βζλτιςτθ 

επιλογι, με ςτόχο να επιτφχει μια ςυνολικά βζλτιςτθ επίλυςθ. 

Θ δομι των άπλθςτων αλγόρικμων είναι απλι και εφαρμόηονται ςε προβλιματα 

βελτιςτοποίθςθσ. Ο αλγόρικμοσ λειτουργεί ςε βιματα και κάνει μια επιλογι ςε ςχζςθ με 

τθ μορφι τθσ λφςθσ ςε κάκε βιμα. Ο άπλθςτοσ αλγόρικμοσ ζχει τα εξισ χαρακτθριςτικά: 

 Σαξινομεί τισ βαςικζσ ςυνιςτϊςεσ του ςτιγμιότυπου ειςόδου ωσ προσ κάποιο 

κριτιριο που εξαρτάται από το πρόβλθμα. 

 Επιλζγει αμετάκλθτα αν κα ςυμπεριλάβει τθν καλφτερθ βαςικι ςυνιςτϊςα ςτθ 

λφςθ. 

 Εφαρμόηει τον εαυτό του ςτο υπο-ςτιγμιότυπο που προκφπτει με βάςθ τθν 

παραπάνω επιλογι. 

Με βάςθ αυτιν τθν περιγραφι ζνασ άπλθςτοσ αλγόρικμοσ χαρακτθρίηεται από το 

κριτιριο ταξινόμθςθσ των βαςικϊν ςυνιςτωςϊν και από το κριτιριο επιλογισ τθσ 

καλφτερθσ βαςικισ ςυνιςτϊςασ ςτθ λφςθ. Ονομάηουμε ζναν άπλθςτο αλγόρικμο 

προςαρμοςτικό, όταν μπορεί να διαφοροποιιςει τθν ταξινόμθςθ των βαςικϊν 

ςυνιςτωςϊν από βιμα ςε βιμα και μθ προςαρμοςτικό όταν ακολουκεί τθν αρχικι 

ταξινόμθςθ των βαςικϊν ςυνιςτωςϊν ςε όλα τα βιματα. 

Θ επιλογι για κάκε βαςικι ςυνιςτϊςα είναι αμετάκλθτθ και θ καλφτερθ βαςικι 

ςυνιςτϊςα εξαιρείται από το υπο-ςτιγμιότυπο που κα εξεταςτεί ςτο επόμενο βιμα.  
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Αν ζχει επιλεγεί ςτθ λφςθ, τότε οι υπόλοιπεσ παράμετροι του υπο-ςτιγμιότυπου 

αναπροςαρμόηονται με βάςθ αυτι τθν επιλογι. Διαφορετικά θ καλφτερθ βαςικι 

ςυνιςτϊςα αγνοείται. Όλεσ οι υπόλοιπεσ βαςικζσ ςυνιςτϊςεσ ςυμπεριλαμβάνονται ςτο 

υπο-ςτιγμιότυπο για να εξεταςκοφν ςτα επόμενα βιματα. 

΢ε κάκε βιμα ο άπλθςτοσ αλγόρικμοσ εφαρμόηει τθν ίδια ςτρατθγικι ςτο υπο-

ςτιγμιότυπο που προκφπτει από τισ επιλογζσ των προθγοφμενων βθμάτων. Όμωσ θ 

εφαρμογι του άπλθςτου αλγόρικμου ςτο υποςτιγμιότυπο δεν είναι ουςιαςτικά 

αναδρομικι, αφοφ ςε κάκε βιμα ζχουμε περιοριςμό, εξειδίκευςθ και όχι διαίρεςθ του 

ςτιγμιότυπου. Ζτςι οι άπλθςτοι αλγόρικμοι διατυπϊνονται επαναλθπτικά και δεν 

κεωροφνται αναδρομικοί αλγόρικμοι. Σο γεγονόσ ότι εφαρμόηουν τθν ίδια ςτρατθγικι ςε 

όλο και μικρότερα ςτιγμιότυπα βρίςκει εφαρμογι ςτθν απόδειξθ ορκότθτασ θ οποία 

γίνεται ςυνικωσ με μακθματικι επαγωγι. 

Θ μζκοδοσ των τοπικά βζλτιςτων επιλογϊν μπορεί να είναι επιτυχθμζνθ ςε κάποια 

προβλιματα, αλλά ςε κάποια άλλα δεν επιτυγχάνει βζλτιςτεσ λφςεισ. Οι άπλθςτοι 

αλγόρικμοι ςχεδιάηονται εφκολα και ςυνικωσ είναι απλοί ςτθ ςφλλθψι τουσ. Επίςθσ 

είναι ιδιαίτερα αποδοτικοί όςον αφορά τισ υπολογιςτικζσ απαιτιςεισ, όπωσ είναι ο 

χρόνοσ εκτζλεςθσ και ο αρικμόσ των κζςεων μνιμθσ. Σο πιο δφςκολο ςθμείο ςτθν 

ανάλυςθ άπλθςτων αλγορίκμων είναι θ απόδειξθ τθσ ορκότθτάσ τουσ, δθλαδι ότι 

καταλιγουν ςε μία πραγματικά βζλτιςτθ λφςθ. 

 

4.3.1 Επιλογό δραςτηριοτότων 

Θ μζκοδοσ τθσ απλθςτίασ εφαρμόηεται ςτο ςυχνό πρόβλθμα τθσ δρομολόγθςθσ 

δραςτθριοτιτων, οι οποίεσ επιδιϊκουν πρόςβαςθ ςε ζναν κοινό πόρο. ΢ε μια απλι 

προςζγγιςθ του προβλιματοσ ζχουμε ζνα ςφνολο δραςτθριοτιτων Α = ,1, 2, …, n}, όπου 

κάκε δραςτθριότθτα i αρχίηει τθ χρονικι ςτιγμι si και ολοκλθρϊνεται τθ χρονικι ςτιγμι 

fi, όπου fi ≥ si ≥ 0. ΢ε μία δεδομζνθ χρονικι ςτιγμι υπάρχει θ δυνατότθτα εκτζλεςθσ μίασ 

μόνο δραςτθριότθτασ του ςυνόλου Α, αφοφ χρθςιμοποιοφν όλεσ ζναν κοινό πόρο. Κάκε 

δραςτθριότθτα δεςμεφει τον πόρο κατά το χρονικό διάςτθμα [si, fi). Ονομάηουμε 

ςυμβατζσ δφο δραςτθριότθτεσ των οποίων τα χρονικά διαςτιματα δεν επικαλφπτονται.  
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Για να επιτφχουμε τθ βζλτιςτθ λφςθ, κα πρζπει να βροφμε τισ κατά το δυνατόν 

περιςςότερεσ ςυμβατζσ δραςτθριότθτεσ. Οι δραςτθριότθτεσ αποτελοφν τισ βαςικζσ 

ςυνιςτϊςεσ του προβλιματοσ.  

Για να κεωριςουμε μια δραςτθριότθτα κατάλλθλθ προσ επιλογι, αρκεί να ορίςουμε 

κάποιο κριτιριο ταξινόμθςθσ και επιλογισ. Θ δραςτθριότθτα που κα επιλζξουμε δεν κα 

πρζπει να χρθςιμοποιεί καταχρθςτικά τον κοινό πόρο, ζτςι ϊςτε να μποροφν να 

εκτελεςτοφν και οι υπόλοιπεσ δραςτθριότθτεσ. Επομζνωσ κάποια κριτιρια είναι θ 

επιλογι τθσ δραςτθριότθτασ με το μικρότερο χρόνο ζναρξθσ, θ επιλογι τθσ 

δραςτθριότθτασ που απελευκερϊνει νωρίτερα τον πόρο και θ επιλογι τθσ 

δραςτθριότθτασ που ζχει τθ λιγότερθ διάρκεια.   

Σο πρόβλθμα επιλογισ δραςτθριοτιτων λφνεται από ζναν άπλθςτο αλγόρικμο, 

δρομολογϊντασ ςε κάκε βιμα μία δραςτθριότθτα. Οι δραςτθριότθτεσ που επιλζγονται 

κα διατθροφνται ςε ζνα ςφνολο C. ΢ε κάκε βιμα, επιλζγεται μία δραςτθριότθτα από το 

ςφνολο των δραςτθριοτιτων Α, θ οποία κεωρείται βζλτιςτθ τθ δεδομζνθ χρονικι ςτιγμι 

και είναι ςυμβατι με τισ δραςτθριότθτεσ του C. Θ δραςτθριότθτα που επιλζγεται μπαίνει 

ςτο ςφνολο C και αυτό γίνεται ςε κάκε βιμα, ζωσ ότου να μθν υπάρχουν άλλεσ ςυμβατζσ 

δραςτθριότθτεσ.  

Ο παρακάτω ψευδοκϊδικασ υλοποιεί τον αλγόρικμο για τθν περίπτωςθ που οι 

δραςτθριότθτεσ είναι διατεταγμζνεσ ςε αφξουςα ςειρά ωσ προσ τουσ χρόνουσ 

ολοκλιρωςθσ τουσ, δθλαδι f1 ≤ f2 ≤…≤ fn και ςε κάκε βιμα επιλζγεται μια 

δραςτθριότθτα που είναι ςυμβατι με τισ υπόλοιπεσ δραςτθριότθτεσ του C και ζχει το 

μικρότερο χρόνο ολοκλιρωςθσ.  

 

GREEDY - SELECTION(A = [(s1, f1),...,(sn, fn)]) 

{ θεωπούμε όηι f1 ≤ f2 ≤ ... ≤ fn } 

C ← {1}; j ← 1; 

for i ← 2 to n do 

  if si ≥ fj then C ← C {i}; j ← i; 

return C; 
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Θ μεταβλθτι j περιζχει τθν τελευταία δραςτθριότθτα που επιλζχκθκε ςτο C, δθλαδι τθ 

δραςτθριότθτα του C με το μεγαλφτερο χρόνο ολοκλιρωςθσ. Ζπειτα γίνεται αναηιτθςθ 

ςτο ςφνολο Α για τθν επόμενθ δραςτθριότθτα i, που μπορεί να προςτεκεί ςτο C, δθλαδι 

να ζχει si ≥ fj. Δεδομζνου ότι οι δραςτθριότθτεσ του A είναι διατεταγμζνεσ ςε αφξουςα 

ςειρά ωσ προσ τουσ χρόνουσ ολοκλιρωςθσ, θ δραςτθριότθτα i ζχει το μικρότερο fi από 

όλεσ αυτζσ που μποροφν να προςτεκοφν ςτο C. Όταν οι δραςτθριότθτεσ είναι 

διατεταγμζνεσ ςε αφξουςα ςειρά των χρόνων ολοκλιρωςθσ, ο χρόνοσ εκτζλεςθσ του 

αλγορίκμου είναι Θ(n). ΢ε άλλθ περίπτωςθ πρζπει να εκτελεςτεί ακόμα ζνα βιμα με 

χρόνο εκτζλεςθσ Θ(n log n) για τθ διάταξθ των δραςτθριοτιτων. 

 

Πίνακασ 3: Στιγμιότυπο του αλγορίκμου GREEDY-SELECTION 

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

si 1 3 0 5 3 5 6 8 8 2 12 

fi 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

 

 

΢το παραπάνω ςτιγμιότυπο παρουςιάηεται θ λειτουργία του αλγορίκμου επιλογισ 

δραςτθριοτιτων. Αρχικά δρομολογείται θ δραςτθριότθτα 1, οπότε οι δραςτθριότθτεσ 2 

και 3 αποκλείονται. Μετά δρομολογείται  θ δραςτθριότθτα 4, αφοφ s4 = 5 > f1 = 4, οπότε 

αποκλείονται οι δραςτθριότθτεσ 5, 6 και 7. Θ επόμενθ δραςτθριότθτα που 

δρομολογείται είναι θ 8, αφοφ s8 = 8 > f4 = 7 , θ οποία με τθ ςειρά τθσ αποκλείει τισ 

δραςτθριότθτεσ 9 και 10. Σζλοσ θ δραςτθριότθτα 11 επικαλφπτεται χρονικά μόνο με τθ 

δραςτθριότθτα 10. Καταλιγουμε ςτθ βζλτιςτθ λφςθ {1, 4, 8, 11} που αποτελεί ζνα 

ςφνολο από τζςςερισ ςυμβατζσ δραςτθριότθτεσ. Θ δρομολόγθςθ των δραςτθριοτιτων 

φαίνεται ςτο παρακάτω ςχιμα.  

 

              

     0        1      2       3      4       5       6      7       8       9     10     11    12    13    14       Χρόνοσ 

Σχιμα 9: Δρομολόγθςθ δραςτθριοτιτων 

          1      4           8    11 
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Μποροφμε να βροφμε περιςςότερεσ από μία βζλτιςτεσ λφςεισ για το ςυγκεκριμζνο 

ςτιγμιότυπο, όπωσ γίνεται και ςε άλλα παραδείγματα άπλθςτων αλγορίκμων. Για το 

λόγο αυτό πρζπει να τεκμθριϊνουμε κάκε βζλτιςτθ λφςθ που βρίςκουμε με τθν 

απόδειξθ ορκότθτασ. ΢φμφωνα με τθν ιδιότθτα τθσ βζλτιςτθσ επιλογισ, αποδεικνφουμε 

ότι υπάρχει πάντα μία βζλτιςτθ λφςθ θ οποία περιζχει το τοπικά βζλτιςτο ςτοιχείο που 

επιλζγει ο άπλθςτοσ αλγόρικμοσ. ΢τθ ςυνζχεια ςφμφωνα με τθν ιδιότθτα βζλτιςτων 

επιμζρουσ δομϊν, δείχνουμε ότι δεδομζνθσ τθσ άπλθςτθσ επιλογισ, ο αλγόρικμοσ 

απομζνει να υπολογίςει τθ βζλτιςτθ λφςθ ενόσ επιμζρουσ ςτιγμιότυπου του ίδιου 

προβλιματοσ.  

Θ απόδειξθ τθσ ορκότθτασ ολοκλθρϊνεται εφαρμόηοντασ επαγωγικά τθν ιδιότθτα τθσ 

βζλτιςτθσ επιλογισ ςε κάκε ςτιγμιότυπο που προκφπτει από κάκε βιμα του άπλθςτου 

αλγορίκμου. ΢ε κάποιεσ περιπτϊςεισ είναι πιο εφκολο να διατυπϊςουμε τισ αποδείξεισ 

ορκότθτασ ςυγκρίνοντασ τθ λφςθ που υπολογίηει ο άπλθςτοσ αλγόρικμοσ με τα ςτοιχεία 

μιασ βζλτιςτθσ λφςθσ.  

 

4.3.2 Σο πρόβλημα του ςακιδύου   

Ζνασ ορειβάτθσ προετοιμάηει το ςακίδιό του για τθν ανάβαςθ ςτο βουνό. ΢τθ διάκεςι 

του ζχει ζνα ςφνολο από n αντικείμενα X = {x1, x2, . . . , xn} με βάρθ a1, a2, . . . , an. Κάκε 

αντικείμενο δίνει ζνα κζρδοσ ςτον ορειβάτθ ci αν το επιλζξει για να το πάρει μαηί του 

ςτθν ανάβαςθ. Ο ορειβάτθσ πρζπει να επιλζξει το υποςφνολο των αντικειμζνων που 

μεγιςτοποιοφν το όφελόσ του, προςζχοντασ να μθν υπερβαίνεται το βάροσ του ςακιδίου 

b. Με άλλα λόγια, αν με zi ∈ {0, 1} ςυμβολίηουμε το αν ο ορειβάτθσ ζχει επιλζξει το 

αντικείμενο i, ο ςτόχοσ είναι θ μεγιςτοποίθςθ του ακροίςματοσ:   

1

max
n

i i

i

c z


   με τον περιοριςμό 
1

n

i i

i

a z b


  

Μια λογικι προςζγγιςθ για τθν επίλυςθ του προβλιματοσ με άπλθςτο αλγόρικμο, είναι 

θ ταξινόμθςθ των αντικειμζνων ςφμφωνα με τον όρο ci/ai που εκφράηει το κζρδοσ του 

ορειβάτθ ανά μονάδα βάρουσ του αντικειμζνου. Σότε οδθγοφμαςτε ςτον παρακάτω 

άπλθςτο αλγόρικμο: 
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Discrete-Knapsack (X : ζύνολο ανηικειμένων, a, c : ανηίζηοισα 

βάπη και αξίερ, b : βάπορ ζακιδίος) 

1. Φθινοςζα-Ταξινομηζη(ci/ai) 

2. S = Ø 

3. for i = 1 to n 

4.      if b ≥ ai 

5.           S = S ∪ {xi} 

6.           b = b − ai 

7.      end if 

8. end for 

 

Ωςτόςο θ προςζγγιςθ αυτι δεν δουλεφει πάντα. Ασ κεωριςουμε τθν εξισ εφαρμογι: 

Δίδονται 3 αντικείμενα {x1, x2, x3} με βάρθ a = (k + 1, k, k) και αξίεσ c = (k+2, k, k). Σο 

βάροσ του ςακιδίου είναι 2k. Θ ταξινόμθςθ των αντικειμζνων ςε φκίνουςα ςειρά του 

λόγου ci/ai είναι x1, x2, x3 αφοφ 

  
2

1

k k k

k k k


 


   

Ζτςι ο αλγόρικμοσ κα επιλζξει το αντικείμενο x1 με κζρδοσ k+2 αντί να επιλζξει τα 

αντικείμενα x2, x3 με κζρδοσ 2k. Βλζπουμε δθλαδι ότι για μεγάλο k το λάκοσ που κάνει ο 

άπλθςτοσ αλγόρικμοσ προςεγγίηει το 100%. 

Σο πρόβλθμα του ςακιδίου είναι NP−δφςκολο, οπότε θ προςπάκεια εφρεςθσ μίασ 

αποδοτικισ ςειράσ εξερεφνθςθσ των ςτοιχείων κα είναι αποτυχθμζνθ. Ωςτόςο μπορεί να 

επιλυκεί βζλτιςτα από ζναν αλγόρικμο τθσ κατθγορίασ δυναμικοφ προγραμματιςμοφ 

που κα δοφμε ςτο επόμενο κεφάλαιο. 

 

4.3.3 Σο πρόβλημα του ςακιδύου με επανϊληψη  

Σο ςυνεχζσ πρόβλθμα ςακιδίου, είναι θ παραλλαγι του προβλιματοσ ςακιδίου που 

επιτρζπεται ςτον ορειβάτθ να πάρει μζρθ των αντικειμζνων. Με άλλα λόγια οι 

μεταβλθτζσ απόφαςθσ zi του ακζραιου προβλιματοσ παίρνουν ςυνεχείσ τιμζσ ςτο [0, 1]. 

Εδϊ θ φκίνουςα ταξινόμθςθ με βάςθ τον λόγο ci/ai δουλεφει αποδοτικά και βρίςκει τθν 

βζλτιςτθ λφςθ των αντικειμζνων που πρζπει να επιλζξει ο ορειβάτθσ για να ζχει 

μεγιςτοποίθςθ του κζρδουσ του.  



46 
 

 

Ο άπλθςτοσ αλγόρικμοσ: 

Continuous-Knapsack (X : ζύνολο ανηικειμένων, a, c : 

ανηίζηοισα βάπη και αξίερ,  

b : βάπορ ζακιδίος) 

1. Φθινοςζα-Ταξινομηζη(ci/ai) 

2. for i = 1 to n Θέζε zi = 0 

3. i = 1 

3. while b ≥ ai do 

4.     zi = 1 

5.     b = b − ai 

6.     i = i + 1 

7. end while 

8. zi = b * (ci/ai) 
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 Κεφϊλαιο 5: Δυναμικόσ προγραμματιςμόσ και προβλόματα από τη 

θεωρύα γραφημϊτων 
 

5.1 Δυναμικόσ προγραμματιςμόσ 

Θ μζκοδοσ του δυναμικοφ προγραμματιςμοφ όπωσ και θ μζκοδοσ διαίρει και βαςίλευε, 

ςυνδυάηει τισ λφςεισ επιμζρουσ προβλθμάτων για να λφςει ζνα ςυνολικό πρόβλθμα. Με 

τθ μζκοδο διαίρει και βαςίλευε, το αρχικό πρόβλθμα διαιρείται ςε ανεξάρτθτα μεταξφ 

τουσ υποπροβλιματα, που επιλφονται αναδρομικά και ο ςυνδυαςμόσ των λφςεϊν τουσ 

αποτελεί τθ λφςθ ςτο αρχικό πρόβλθμα. Με τθ μζκοδο του δυναμικοφ 

προγραμματιςμοφ, το αρχικό πρόβλθμα διαιρείται ςε υποπροβλιματα που δεν είναι 

ανεξάρτθτα μεταξφ τουσ αλλά αλλθλεπικαλφπτονται. Ζνασ αλγόρικμοσ δυναμικοφ 

προγραμματιςμοφ, επιλφει μία φορά κάκε υποπρόβλθμα και αποκθκεφει αυτι τθ λφςθ 

ςε ζναν πίνακα, ςτον οποίον κα καταφεφγει κάκε φορά που ςυναντά το ςυγκεκριμζνο 

πρόβλθμα. Λόγω τθσ αποκικευςθσ των λφςεων των υποπροβλθμάτων τουσ, οι 

αλγόρικμοι δυναμικοφ προγραμματιςμοφ απαιτοφν αρκετζσ κζςεισ μνιμθσ κακϊσ και 

αποκθκευτικό χϊρο. 

Ο δυναμικόσ προγραμματιςμόσ αποτελεί μία υπολογιςτικι μζκοδο θ οποία εφαρμόηεται 

ςε προβλιματα που δεν είναι δυνατόν να λυκοφν με άπλθςτεσ μεκόδουσ  ι με τθ 

μζκοδο διαίρει και βαςίλευε. Ζνασ αλγόρικμοσ διαίρει και βαςίλευε κάνει περιςςότερθ 

δουλειά από όςθ χρειάηεται, αφοφ επιλφει πολλζσ φορζσ το ίδιο επιμζρουσ πρόβλθμα. 

Άρα ζνασ δυναμικόσ αλγόρικμοσ είναι περιςςότερο αποδοτικόσ. 

΢υνικωσ θ μζκοδοσ του δυναμικοφ προγραμματιςμοφ εφαρμόηεται ςε προβλιματα 

βελτιςτοποίθςθσ, κακϊσ θ αρχι τθσ βελτιςτοποίθςθσ αποτελεί κεμζλιό τθσ. ΢τα 

προβλιματα βελτιςτοποίθςθσ αναηθτοφμε τθ λφςθ με τθ βζλτιςτθ τιμι, κακϊσ υπάρχουν 

πολλζσ λφςεισ που μποροφν να είναι αποδεκτζσ. Ο δυναμικόσ προγραμματιςμόσ 

εφαρμόηεται ςε προβλιματα βελτιςτοποίθςθσ των οποίων οι βζλτιςτεσ λφςεισ 

αποτελοφνται από τισ βζλτιςτεσ λφςεισ ςυγκεκριμζνων επιμζρουσ δομϊν. 

 

 

 

 



48 
 

Θ ανάπτυξθ ενόσ αλγορίκμου δυναμικοφ προγραμματιςμοφ μπορεί να αναλυκεί ςε μία 

ςειρά από τζςςερα βιματα: 

 Χαρακτθριςμόσ τθσ δομισ μιασ βζλτιςτθσ λφςθσ. 

 Αναδρομικόσ οριςμόσ τθσ τιμισ μιασ βζλτιςτθσ λφςθσ. 

 Τπολογιςμόσ τθσ τιμισ μιασ βζλτιςτθσ λφςθσ, προχωρϊντασ από τα μικρότερα 

ςτα μεγαλφτερα επιμζρουσ προβλιματα. 

 Καταςκευι μιασ βζλτιςτθσ λφςθσ από τα δεδομζνα που υπολογίςτθκαν.  

 

Χαρακτθριςτικό των προβλθμάτων που επιλφονται με τθ μζκοδο του δυναμικοφ 

προγραμματιςμοφ είναι ότι οι αποφάςεισ λαμβάνονται διαδοχικά. Επίςθσ το πρόβλθμα 

μπορεί να διαιρεκεί ςε βιματα και ςε κάκε βιμα απαιτείται να λθφκεί μία ςτρατθγικι 

απόφαςθ. Κάκε βιμα ζχει ζνα οριςμζνο αρικμό καταςτάςεων που ςυνδζονται με αυτό. 

Σο αποτζλεςμα μίασ ςτρατθγικισ απόφαςθσ που λαμβάνεται ςε κάκε βιμα είναι να 

μετατρζπει τθν παροφςα κατάςταςθ ςε μία κατάςταςθ που ςυνδζεται με το επόμενο 

βιμα. Με κάκε απόφαςθ ςυνδζεται ζνα κζρδοσ ι μία ηθμία (κόςτοσ). Ο αντικειμενικόσ 

ςκοπόσ είναι να μεγιςτοποιθκεί το ςυνολικό κζρδοσ ι να ελαχιςτοποιθκεί θ ςυνολικι 

ηθμία ι γενικότερα να επιτευχκεί το καλφτερο δυνατό αποτζλεςμα. Οι αποφάςεισ που 

παίρνονται ςε κάκε βιμα εξαρτϊνται μόνον από τθν κατάςταςθ του προθγοφμενου 

βιματοσ και όχι από τον τρόπο με τον οποίο πραγματοποιικθκε το βιμα αυτό. 

Κφριο χαρακτθριςτικό του δυναμικοφ προγραμματιςμοφ είναι ότι δεν υπάρχει 

γενικευμζνθ διατφπωςθ τθσ μεκόδου για τθν επίλυςθ όλων των προβλθμάτων με τα 

παραπάνω χαρακτθριςτικά. Θ μεκοδολογία του δυναμικοφ προγραμματιςμοφ βαςίηεται 

ςτθν αρχι τθσ βελτιςτοποίθςθσ, ςφμφωνα με τθν οποία μία βζλτιςτθ πολιτικι ζχει τθν 

ιδιότθτα, οποιαδιποτε και αν είναι θ αρχικι κατάςταςθ και θ αρχικι απόφαςθ, οι 

υπόλοιπεσ αποφάςεισ πρζπει να αποτελοφν μία βζλτιςτθ πολιτικι, ςε ςχζςθ με τθν 

κατάςταςθ θ οποία προκφπτει από τθν πρϊτθ απόφαςθ. 
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5.1.2 Παρϊδειγμα 1 - το πρόβλημα του ςακιδύου με δυναμικό προγραμματιςμό 

΢το πρόβλθμα αυτό μασ δίνονται, ζνα ςφνολο X = {x1, x2, . . . , xn} από n αντικείμενα που 

το κακζνα ζχει βάροσ ai και ζνα κζρδοσ ci, i = 1, 2, . . . , n. Επίςθσ μασ δίνεται ζνασ 

ακζραιοσ W. Ηθτάμε να επιλζξουμε ζνα υποςφνολο Y ⊆ X τζτοιο ϊςτε 

max
ix Y ic   και επιπλζον 

ix Y ia W  .  

Δθλαδι κζλουμε να επιλζξουμε τόςα αντικείμενα ϊςτε να μεγιςτοποιιςουμε το κζρδοσ 

μασ, χωρίσ όμωσ να ξεπεράςουμε το ςυνολικό βάροσ W. Για να υποδθλϊςουμε ότι ζνα 

αντικείμενο xi ζχει επιλεγεί, κζτουμε xi = 1 ενϊ ςε αντίκετθ περίπτωςθ κζτουμε xi = 0. 

Είναι γνωςτό ότι το πρόβλθμα αυτό είναι NP − hard. Παρόλα αυτά ο παρακάτω 

αλγόρικμοσ δυναμικοφ προγραμματιςμοφ, επιλφει το πρόβλθμα αυτό ςε 

ψευδοπολυωνικό χρόνο. 

 Βιμα 1: Βζλτιςτα διαςπϊμενθ δομι 

Θεωροφμε τθν οικογζνεια προβλθμάτων:  

1 1

( ) {max , , 0 1}
k k

k j j j j j

j j

P y c x a x y x ή
 

         (1) 

όπου το y παίρνει τιμζσ από 0 ζωσ το W και αντίςτοιχα το k μεταβάλλεται από 1 ζωσ n. 

Θ ςχζςθ (1) υποδθλϊνει μια οικογζνεια πλικουσ n(W + 1) υποπροβλθμάτων 

αυξανόμενου μεγζκουσ, που το κακζνα προκφπτει από το προθγοφμενο, αυξάνοντασ τον 

χϊρο των δεδομζνων ειςόδου κατά ζνα ςτοιχείο και αυξάνοντασ διαδοχικά το ςυνολικό 

επιτρεπτό βάροσ μζχρι το W. Για παράδειγμα, το πρόβλθμα P2(y) ορίηει το πρόβλθμα του 

ςακιδίου όπου το ςφνολο Q = {x1, x2} για κάποιο 0 ≤ y ≤ W. Σο υποπρόβλθμα P3(y) 

προκφπτει αν κζςουμε όπου X = X ∪ {x3} για 0 ≤ y ≤ W. 

 Βιμα 2: Αναδρομικόσ οριςμόσ τθσ τιμισ τθσ βζλτιςτθσ λφςθσ 

Ζςτω fk(y) θ τιμι τθσ βζλτιςτθσ λφςθσ του υποπροβλιματοσ Pk(y). Σότε είναι αρκετά 

εφκολο να εξάγουμε από τθν ςχζςθ (1), ότι 


1 1

( )

1 max{ ( ), ( ) }( ) k

k k k k

f y

k f y f y a cf y
   

,       (2)  

αν αk+1 > y διαφορετικά για 1 ≤ k ≤ n και 0 ≤ y ≤ W. 
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Θ αναδρομικι εξίςωςθ (2), δθλϊνει ότι θ βζλτιςτθ λφςθ του υποπροβλιματοσ Pk+1(y) 

είναι είτε θ ίδια με αυτιν του Pk(y) ι αυτι που προκφπτει αν μποροφμε να ειςάγουμε το 

ςτοιχείο xk+1 αυξάνοντασ το κζρδοσ κατά ck+1 και ελαττϊνοντασ το διακζςιμο βάροσ y 

κατά ak+1. Θ βζλτιςτθ λφςθ του προβλιματοσ Pn(W) ζχει τθν τιμι fn(W). 

Για k = 1 ζχουμε f1(y) = 0 αν a1 > y και f1(y) = c1 αν a1 ≤ y, για όλα τα y, μικρότερα ι ίςα 

του W. Επίςθσ ζχουμε fi(0) = 0, ∀  i = 1, 2, . . . , n. 

 Βιμα 3: Τπολογιςμόσ τθσ βζλτιςτθσ λφςθσ 

Παρατθροφμε ότι ςτθν αναδρομικι εξίςωςθ (2), θ τιμι του fk+1(y) εξαρτάται μόνο από τισ 

τιμζσ fk(y) για 0 ≤ y ≤ W. Επίςθσ για να υπολογίςουμε το fk+1(y) είναι απαραίτθτο να 

γνωρίηουμε τθν τιμι του fk(y) για όλα τα y με 0 ≤ y ≤ W. Σζλοσ για κάκε y με 0 ≤ y ≤ W, 

ορίηουμε και το βοθκθτικό διάνυςμα 
y

kx ωσ εξισ:  

1

1 0

y

kx  
1( ) ( )k kf y f y      (3) 

Κάκε ζνα από τα διανφςματα αυτά μασ δίνει, τα αντικείμενα που ςυμμετζχουν ςτθν 

λφςθ του υποπροβλιματοσ Pk(y). Με βάςθ αυτζσ τισ παρατθριςεισ προκφπτει ο 

αλγόρικμοσ για τθν επίλυςθ του προβλιματοσ του ςακιδίου. 

 

Dynamic-Knapsack(A,C,W) 

1. n = length(C) 

2. for y = 0 to W do 

3.     if a1 > y then 

4.         f1(y) = 0 

5.     else 

6.          f1(y) = c1 

7.     end if 

8. end for 

9. for k = 1 to n − 1 do 

10.    for y = 0 to W do 

11.        if ak+1 > y then 

12.            fk+1(y) = fk(y) 

13.            1 0y

kx    

14.        else if fk(y) > fk(y − ak+1) + ck+1 
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15.            fk+1(y) = fk(y) 

16.            1 0y

kx    

17.        else 

18.            fk+1(y) = fk(y − ak+1) + ck+1 

19.            1 1y

kx    

20.        end if 

21.    end for 

22. end for 

23. return f, x 

 

Μποροφμε εφκολα να παρατθριςουμε ότι θ πολυπλοκότθτα του αλγορίκμου είναι τθσ 

τάξθσ O(nW), θ οποία εξαρτάται πολυωνυμικά από το n αλλά εξαρτάται και από το 

μζγιςτο δυνατό βάροσ W το οποίο μπορεί να είναι εκκετικι ςυνάρτθςθ του n. Από αυτό 

προκφπτει ότι θ πολυπλοκότθτα του αλγορίκμου δεν είναι αυςτθρά πολυωνυμικι αλλά 

ψευδοπολυωνυμικι. 

΢τον πίνακα φαίνεται θ εκτζλεςθ του αλγορίκμου όταν μασ δίδονται 6 αντικείμενα με 

βάρθ a1 = 9, a2 = 8, a3 = 6, a4 = 5, a5 = 4, a6 = 1 και αξίεσ c1 = 20, c2 = 16, c3 = 11, c4 = 9, c5 = 

7, c6 = 1 και το βάροσ του ςακιδίου είναι W = 12. ΢το κελί (k, y) ζχει ςθμειωκεί το 

βζλτιςτο κζρδοσ από τον ςυνδυαςμό των αντικειμζνων 1, . . . , k με βάροσ το πολφ y 

(fk(y)) και ςε παρζνκεςθ αν χρθςιμοποιείται το αντικείμενο k(
y

kx ). 

 

Πίνακασ 4: Παράδειγμα προβλιματοσ ςακιδίου. Στο κάκε κελί ςθμειώνεται το βζλτιςτο κζρδοσ 
και ςτθν παρζνκεςθ το αντικείμενο κ 

  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

1 
2 
3 
4 
5 
6 

0(0) 
0(0) 
0(0) 
0(0) 
0(0) 
1(1) 

0(0) 
0(0) 
0(0) 
0(0) 
0(0) 
1(1) 

0(0) 
0(0) 
0(0) 
0(0) 
0(0) 
1(1) 

0(0) 
0(0) 
0(0) 
0(0) 
7(1) 
7(0) 

0(0) 
0(0) 
0(0) 
9(1) 
9(0) 
9(0) 

0(0) 
0(0) 
11(1) 
11(0) 
11(0) 
11(0) 

0(0) 
0(0) 
11(1) 
11(0) 
11(0) 
12(1) 

0(0) 
16(1) 
16(0) 
16(0) 
16(0) 
16(0) 

20(1) 
20(0) 
20(0) 
20(0) 
20(0) 
20(0) 

20(1) 
20(0) 
20(0) 
20(0) 
20(0) 
21(1) 

20(1) 
20(0) 
20(0) 
20(0) 
20(0) 
21(1) 

20(1) 
20(0) 
20(0) 
20(0) 
23(1) 
23(0) 
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 Βιμα 4: Καταςκευι τθσ βζλτιςτθσ λφςθσ 

Ολοκλθρϊνουμε τθν μελζτθ μασ πάνω ςτο πρόβλθμα του ςακιδίου με τθν καταςκευι τθσ 

βζλτιςτθσ λφςθσ. Κακζνα από τα διανφςματα 
y

kx ζχει τιμζσ 1 ι 0 ανάλογα με το αν το 

ςτοιχείο xk ςυμμετζχει ι όχι, ςτθ λφςθ του υποπροβλιματοσ Pk(y). 

Μια γριγορθ μζκοδοσ για τθν εξαγωγι τθσ λφςθσ είναι θ παρακάτω: 

Construct-Knapsack(x) 

1. ηύπωζε: αξία βέληιζηηρ λύζηρ: fn(W) 

2. ηύπωζε ’Ανηικείμενα ζηην λύζη: ’ 

3. while W > 0 do 

4.     if 1W

kx   then 

5.         ηύπωζε: k 

6.         W = W − ak 

7.     end if 

8.     k = k − 1 

9. end while 

 

Ο χρόνοσ εκτζλεςθσ του αλγορίκμου είναι O(n) και θ εκτζλεςι του φαίνεται ςτον πίνακα 

5. Με ζντονα γράμματα ζχουν ςθμειωκεί οι κζςεισ του πίνακα που περνάει ο 

αλγόρικμοσ ϊςτε να τυπϊςει τθν βζλτιςτθ λφςθ, που είναι θ επιλογι των αντικειμζνων 

2, 5 με ςυνολικό κζρδοσ 23. 

 

Πίνακασ 5: Παράδειγμα υπολογιςμοφ τθσ βζλτιςτθσ λφςθσ 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

1 
2 
3 
4 
5 
6 

0(0) 
0(0) 
0(0) 
0(0) 
0(0) 
1(1) 

0(0) 
0(0) 
0(0) 
0(0) 
0(0) 
1(1) 

0(0) 
0(0) 
0(0) 
0(0) 
0(0) 
1(1) 

0(0) 
0(0) 
0(0) 
0(0) 
7(1) 
7(0) 

0(0) 
0(0) 
0(0) 
9(1) 
9(0) 
9(0) 

0(0) 
0(0) 
11(1) 
11(0) 
11(0) 
11(0) 

0(0) 
0(0) 
11(1) 
11(0) 
11(0) 
12(1) 

0(0) 
16(1) 
16(0) 
16(0) 
16(0) 
16(0) 

20(1) 
20(0) 
20(0) 
20(0) 
20(0) 
20(0) 

20(1) 
20(0) 
20(0) 
20(0) 
20(0) 
21(1) 

20(1) 
20(0) 
20(0) 
20(0) 
20(0) 
21(1) 

20(1) 
20(0) 
20(0) 
20(0) 
23(1) 
23(0) 
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5.1.3 Παρϊδειγμα δυναμικού προγραμματιςμού 

΢το δίκτυο του ΢χιματοσ 10 ηθτείται να βρεκεί ο ςυντομότεροσ δρόμοσ από τον κόμβο 

(1) ςτον κόμβο (10) του δικτφου. Οι αρικμοί ςτθν αρχι κάκε κλάδου παριςτάνουν τισ 

επιμζρουσ αποςτάςεισ μεταξφ των κόμβων. Αντί να υπολογίςουμε το ςυνολικό μικοσ 

των 3x3x2=18 δυνατϊν διαδρομϊν από το (1) ςτο (10), ζνασ πιο αποτελεςματικόσ 

τρόποσ να λφςουμε το πρόβλθμα είναι να το ςπάςουμε ςε μικρότερα προβλιματα τα 

οποία λφνουμε διαδοχικά και ςυνδζουμε τισ λφςεισ τουσ. Δθλαδι αντιμετωπίηουμε το 

πρόβλθμα ςε χωριςτά βιματα, όπου κακζνα αποτελεί τθν επίλυςθ ενόσ επιμζρουσ 

προβλιματοσ που θ λφςθ του δίνει πλθροφορίεσ για τθν επίλυςθ του επόμενου 

προβλιματοσ, μζχρισ ότου φτάςουμε ςτο αρχικό πρόβλθμα. 

 

Σχιμα 10 

Ζτςι αρχίηοντασ από το τζλοσ, βρίςκουμε ότι θ ελάχιςτθ διαδρομι από το (8) ςτο (10) 

είναι 3 και θ ελάχιςτθ διαδρομι από το (9) ςτο (10) είναι 4. Οπιςκοχωρϊντασ ζνα βιμα 

ακόμθ, βρίςκουμε τθν ελάχιςτθ απόςταςθ από το (5) ςτο (10) χρθςιμοποιϊντασ τα 

προθγοφμενα αποτελζςματα. 

Θ ελάχιςτθ απόςταςθ από το (5) ςτο (10) είναι: min {1+3, 4+4} = 4 και θ διαδρομι είναι 

μζςω του (8). 

Μποροφμε να επεκτακοφμε προσ τα πίςω, βιμα-βιμα. Ζτςι ζχουμε:  

-  Θ ελάχιςτθ απόςταςθ από το (6) ςτο (10) είναι 7 (μζςω (9)). 

-  Θ ελάχιςτθ απόςταςθ από το (7) ςτο (10) είναι 6 (μζςω (8)). 
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Βιμα 3 από το τζλοσ: 

-  Θ ελάχιςτθ απόςταςθ από το (2) ςτο (10) είναι 11 (μζςω (5) ι (6)). 

-  Θ ελάχιςτθ απόςταςθ από το (3) ςτο (1) είναι 7 (μζςω (5)). 

-  Θ ελάχιςτθ απόςταςθ από το (4) ςτο (10) είναι 8 (μζςω (5) ι (6)). 

Βιμα 4 από το τζλοσ: 

-  Θ ελάχιςτθ απόςταςθ από το (1) ςτο (10) είναι 11 (μζςω (3) ι (4)). 

Από τα αποτελζςματα αυτά και μόνο μποροφμε να προςδιορίςουμε τθ βζλτιςτθ 

διαδρομι: Από το (1) θ πρϊτθ απόφαςθ μασ φζρνει ςτο (3) ι ςτο (4). Εάν πάμε ςτο (3), 

τότε το επόμενο βιμα είναι ςτο (5), φςτερα ςτο (8) και τζλοσ ςτο (10). Εάν πάμε ςτο (4), 

τότε το επόμενο βιμα είναι ςτο (5) ι ςτο (6). Εάν πάμε ςτο (5), τότε τα επόμενα βιματα 

είναι (8), (10). Εάν πάμε ςτο (6), τότε προχωροφμε μζςω (9) ςτο (10). Ζτςι υπάρχουν 

τρεισ βζλτιςτεσ διαδρομζσ: 

(1) - (3) - (5) - (8) - (10) 

(1) - (4) - (5) - (8) - (10) 

(1) - (4) - (6) - (9) - (10) 

Και οι τρεισ ζχουν φυςικά το ίδιο ςυνολικό μικοσ 11. 

 

5.2 Προβλόματα από τη θεωρύα γραφημϊτων  

Θ ζννοια του γράφου είναι μια ςυνδυαςτικι δομι, θ οποία μασ επιτρζπει να 

αναπαραςτιςουμε πολυάρικμεσ καταςτάςεισ, που ςυναντάμε ςε εφαρμογζσ, οι οποίεσ 

εμπλζκουν τα διακριτά μακθματικά και απαιτοφν μια λφςθ πλθροφορικισ. Ζνασ γράφοσ 

είναι μια μακθματικι οντότθτα και αποτελεί μια δομι δεδομζνων ιςχυρι για τθν 

πλθροφορικι. Οι γράφοι αποτελοφν ζνα ιςχυρό εργαλείο για τθν αναπαράςταςθ 

προβλθμάτων τθσ κακθμερινισ ηωισ, που κα ιταν δφςκολα προςεγγίςιμα με τισ 

κλαςικζσ μεκόδουσ των μακθματικϊν. Οι γράφοι χρθςιμοποιοφνται ιδιαίτερα για τθν 

περιγραφι τθσ δομισ ενόσ πολφπλοκου ςυνόλου και για τισ ςχζςεισ και τισ εξαρτιςεισ 

ανάμεςα ςτα ςτοιχεία του ςυνόλου. 

Ζνα γράφθμα G = (V, E) αποτελείται από δφο ςφνολα. Ζνα πεπεραςμζνο ςφνολο V από 

ςτοιχεία που ονομάηονται κορυφζσ ι κόμβοι (nodes ι vertices) και ζνα πεπεραςμζνο 

επίςθσ ςφνολο Ε ακμϊν(edges).  
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Οι ακμζσ ενόσ γραφιματοσ μπορεί να είναι κατευκυνόμενεσ, οπότε το γράφθμα 

ονομάηεται κατευκυντικό ι μθ κατευκυνόμενεσ, οπότε το γράφθμα ονομάηεται μθ 

κατευκυντικό. 

 

 

 

 

 

 

                    (α)                                                                              (β) 

Σχιμα 11: Κατευκυντικό γράφθμα (α) και μθ κατευκυντικό γράφθμα (β) 

Για δφο κορυφζσ Α, Β λζμε ότι είναι γειτονικζσ, αν υπάρχει ακμι e που τισ ςυνδζει. ΢τθν 

περίπτωςθ αυτι τα Α, Β ονομάηονται άκρα τθσ e και θ e προςπίπτει ςε αυτά. ΢τισ ακμζσ 

ενόσ γραφιματοσ G(V, E) μποροφμε να αντιςτοιχίςουμε βάρθ w(e). ΢ε αυτι τθν 

περίπτωςθ, το γράφθμα ονομάηεται βεβαρθμζνο γράφθμα και μερικζσ φορζσ 

ςυμβολίηεται με G(V, E, w). Επίςθσ, ςε μερικζσ περιπτϊςεισ τα βάρθ ερμθνεφονται ςαν 

μικθ των ακμϊν. Σο βάροσ του γράφου είναι το άκροιςμα των βαρϊν των ακμϊν του. 

Αραιόσ ονομάηεται ο γράφοσ που ο αρικμόσ των ακμϊν του είναι τθσ τάξθσ Ο(n), όπου n 

είναι ο αρικμόσ κορυφϊν του, διαφορετικά λζγεται πυκνόσ. 

΢υνικωσ οι κορυφζσ ςυμβολίηονται ςαν V={v1,v2,…,vn-  και οι ακμζσ ςαν E={e1,e2,…,em}. 

Εάν οι κορυφζσ vi και vj ςυςχετίηονται με τθν ακμι ek τότε ονομάηονται καταλθκτικζσ 

κορυφζσ αυτισ τθσ ακμισ και ςυμβολίηεται ςαν ek=(vi,vj). Όλεσ οι ακμζσ που ζχουν τισ 

ίδιεσ καταλθκτικζσ κορυφζσ ονομάηονται παράλλθλεσ ακμζσ. Επιπλζον, εάν ek=(vi,vi)τότε 

θ ακμι ek αποτελεί ζναν αυτοβρόγχο τθσ κορυφισ vi .Ζνασ γράφοσ που δεν ζχει 

παράλλθλεσ ακμζσ αλλά οφτε και αυτο-βρόγχουσ ονομάηεται απλόσ γράφοσ. Ζνασ 

γράφοσ χωρίσ ακμζσ ονομάηεται άδειοσ γράφοσ ενϊ χωρίσ κορυφζσ (οπότε και χωρίσ 

ακμζσ) ονομάηεται κενόσ γράφοσ. Ζνα γράφθμα n κορυφϊν ονομάηεται πλιρεσ όταν όλα 

τα ηεφγθ κορυφϊν ςυνδζονται με μία ακμι, οπότε ζχουμε n(n-1)/2 ακμζσ. Ζνα γράφθμα 

G είναι ςυμπλθρωματικό του γραφιματοσ G, όταν ζχει το ίδιο ςφνολο κορυφϊν με το G και όςεσ 

ακμζσ δεν υπάρχουν ςε αυτό. 

2 

1 3 5 

4 6 

1 3 5 

6 4 2 
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Ο αρικμόσ των ακμϊν που ζχει μία κορυφι ονομάηεται βαθμόσ τησ κορυφήσ και 

ςυμβολίηεται ςαν d(vi). Εάν ιςχφει d(vi)=0 τότε αυτι θ κορυφι ονομάηεται απομονωμζνη 

κορυφή. ΢τα κατευκυντικά γραφιματα διακρίνουμε τον αρικμό των ακμϊν που ξεκινοφν 

από μία κορυφι v, ο οποίοσ ονομάηεται βαθμόσ εξόδου τθσ v, και τον αρικμό των ακμϊν 

που καταλιγουν ςε μία κορυφι v, ο οποίοσ ονομάηεται βαθμόσ ειςόδου τθσ v.  

Μια ακολουκία κορυφϊν (v1,v2,…,vn), όπου θ ακμι (vi-1,vi) E για κάκε i=1,…k, αποτελεί 

μια διαδρομι μικουσ k. Θ διαδρομι είναι μια ακολουκία κορυφϊν που ςυνδζονται με 

ςυνεχόμενεσ ακμζσ. Σα μικοσ τθσ διαδρομισ είναι ίςο με τον αρικμό των ακμϊν τθσ. 

Μια διαδρομι ονομάηεται μονοκονδυλιά όταν όλεσ οι ακμζσ τθσ είναι διαφορετικζσ και 

μονοπάτι όταν όλεσ οι κορυφζσ τθσ είναι διαφορετικζσ. Χρθςιμοποιοφμε τον όρο απλό 

μονοπάτι για μια διαδρομι με διαφορετικζσ κορυφζσ και άρα ακμζσ. Μια κορυφι α 

είναι προςπελάςιμθ από μια κορυφι b αν υπάρχει μονοπάτι από τθν α ςτθ b.  

Όταν θ αρχικι και θ τελικι κορυφι μιασ διαδρομισ ςυμπίπτουν, ζχουμε μια κλειςτι 

διαδρομι. Μια κλειςτι διαδρομι ονομάηεται κφκλωμα, όταν όλεσ οι ακμζσ τθσ είναι 

διαφορετικζσ και κφκλοσ όταν όλεσ οι κορυφζσ τθσ είναι διαφορετικζσ. Δθλαδι το 

κφκλωμα είναι μία κλειςτι μονοκονδυλιά και ο κφκλοσ είναι ζνα κλειςτό μονοπάτι. 

Χρθςιμοποιοφμε τον όρο απλόσ κφκλοσ για μια κλειςτι διαδρομι με διαφορετικζσ 

κορυφζσ. 

O αρικμόσ των ακμϊν ςε ζνα μονοπάτι ορίηουν το μικοσ του μονοπατιοφ. Απόςταςη 

μεταξφ δφο κορυφϊν v1 και v2, ςυμβολίηεται ςαν d(v1, v2) και ορίηεται ςαν το μικοσ του 

ςυντομότερου μονοπατιοφ μεταξφ των δφο αυτϊν κορυφϊν. Εάν δεν υπάρχει τζτοιο 

μονοπάτι, αυτι θ απόςταςθ ορίηεται ςαν άπειρθ. Διάμετροσ ενόσ γράφου G, ονομάηεται 

θ μζγιςτθ απόςταςθ μεταξφ δφο οποιονδιποτε κορυφϊν αυτοφ του γράφου και 

ςυμβολίηεται ςαν diam(G) . 

Ζνα γράφθμα G’(Vϋ,Εϋ), ονομάηεται υπογράφημα του γραφιματοσ G(V,E), αν οι κορυφζσ 

και οι ακμζσ του G’ περιζχονται ςτισ κορυφζσ και ςτισ ακμζσ του G, Δθλαδι αν Vϋ⊆  V και 

Ε΄ ⊆  Ε .  

Ζνα μθ κατευκυντικό γράφθμα ονομάηεται ςυνεκτικό, όταν για κάκε ηευγάρι κορυφϊν, 

υπάρχει ζνα μονοπάτι μεταξφ τουσ. Όταν ζνα γράφθμα G(V, E) δεν είναι ςυνεκτικό, 

μπορεί να διαιρεκεί ςε ςυνεκτικζσ ςυνιςτώςεσ, οι οποίεσ είναι ςυνεκτικά υπογραφιματα 

του G, που ορίηονται από μία διαμζριςθ των κορυφϊν του V. Για παράδειγμα, το 

γράφθμα του ΢χιματοσ 11(β) είναι ςυνεκτικό.  
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Οι ςυνεκτικζσ ςυνιςτϊςεσ ενόσ γραφιματοσ είναι οι κλάςεισ ιςοδυναμίασ ςτισ οποίεσ 

διαιρείται το ςφνολο των κορυφϊν από τθ ςχζςθ ιςοδυναμίασ «υπάρχει μονοπάτι 

μεταξφ των κορυφϊν v1 και v2». 

Ζνα κατευκυντικό γράφθμα ονομάηεται ιςχυρά ςυνεκτικό, όταν οποιεςδιποτε δφο 

κορυφζσ v1 και v2 είναι αμοιβαία προςπελάςιμεσ, δθλαδι τόςο θ v1 είναι προςπελάςιμθ 

από τθ v2, όςο και θ v2 είναι προςπελάςιμθ από τθ v1. Όταν ζνα κατευκυντικό γράφθμα 

G(V, E) δεν είναι ιςχυρά ςυνεκτικό, τότε μπορεί να διαιρεκεί ςε ιςχυρά ςυνεκτικζσ 

ςυνιςτώςεσ, οι οποίεσ είναι ιςχυρά ςυνεκτικά υπογραφιματα του G, που ορίηονται από 

μία διαμζριςθ των κορυφϊν του V. Για παράδειγμα, το γράφθμα του ΢χιματοσ 11(α) 

αποτελείται από τρεισ ιςχυρά ςυνεκτικζσ ςυνιςτϊςεσ που ορίηονται από τα ςφνολα 

κορυφϊν ,1, 2, 4, 5-, ,3-, και ,6-. Οι ιςχυρά ςυνεκτικζσ ςυνιςτϊςεσ ενόσ γραφιματοσ 

είναι οι κλάςεισ ιςοδυναμίασ ςτισ οποίεσ διαιρείται το ςφνολο των κορυφϊν από τθ 

ςχζςθ «οι κορυφζσ v1 και v2 είναι αμοιβαία προςπελάςιμεσ». 

Ο κφκλοσ Euler, είναι μια κλειςτι μονοκονδυλιά που διζρχεται από κάκε ακμι μία φορά 

και από κάκε κορυφι τουλάχιςτον μία φορά. Ζνα ςυνεκτικό, μθ κατευκυντικό γράφθμα 

ζχει κφκλο Euler, αν όλεσ οι κορυφζσ ζχουν άρτιο βακμό. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                      Σχιμα 12: κφκλοσ Euler 

 

Ζνα γράφθμα G =(V,E) ονομάηεται κανονικό όταν όλοι οι κόμβοι ζχουν τον ίδιο βακμό κ, 

δθλ. ∀  v ∈  V d(v) = κ. Ζνασ γράφοσ ονομάηεται επίπεδοσ αν μποροφμε να τον 

ςχεδιάςουμε ςτο επίπεδο, χωρίσ τμιςθ των πλευρϊν του.  

4 

1 

6 

5 

2 

3 
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Όταν δίνεται κάποιο γράφθμα G, μποροφμε να πάρουμε ζνα νζο γράφθμα αν 

διαιρζςουμε μία ακμι του G χωρίσ επιπλζον κορυφζσ. Λζμε ότι δφο γραφιματα G και G’ 

είναι ομοιόμορφα αν μποροφν να λθφκοφν από το ίδιο γράφθμα ι ιςόμορφο γράφθμα 

με τθν μζκοδο αυτι. 

Δφο γράφοι G1 = (V1,E1) και G2 = (V2,E2) λζγονται ιςομορφικοί αν υπάρχει μια 

αμφιμονοςιμαντθ αντιςτοιχία f : V1 → V2 ζτςι ϊςτε [f(v1), f(v2)] ∈ E2 ⇔ (v1, v2) ∈ E1. 

Δθλαδι αν οι κορυφζσ v1, v2 ενϊνονται με μια ακμι ςτον γράφο G1 τότε οι αντίςτοιχεσ 

κορυφζσ f(v1), f(v2) κα είναι γειτονικζσ ςτον γράφο G2. Δφο ιςομορφικοί γράφοι λοιπόν 

μπορεί να ζχουν διαφορετικι μορφι, αλλά ζχουν τισ ίδιεσ βαςικζσ δομικζσ ιδιότθτεσ. 

Ζνα γράφθμα G είναι διμερζσ αν οι κορυφζσ του V μποροφν να επιμεριςτοφν ςε δφο 

υποςφνολα M και Ν ζτςι ϊςτε κάκε ακμι του G να ςυνδζει μια κορυφι του Μ με μία 

κορυφι του Ν. Αυτό το γράφθμα ςυμβολίηεται με Km,n όπου m είναι το πλικοσ των 

κορυφϊν του M και n είναι το πλικοσ των κορυφϊν του Ν, και για τυποποίθςθ 

υποκζτουμε ότι m ≤ n . Eίναι φανερό ότι το γράφθμα Km,n ζχει m*n ακμζσ . 

Μία από τισ ςθμαντικότερεσ κατθγορίεσ γραφθμάτων είναι τα δζντρα. Ζνα γράφθμα που 

δεν περιζχει κφκλουσ ονομάηεται δάςοσ, ενϊ ζνα ςυνεκτικό γράφθμα που δεν περιζχει 

κφκλουσ ονομάηεται δζντρο. Οι ςθμαντικότερεσ ιδιότθτεσ των δζντρων ςυνοψίηονται ςτο 

παρακάτω κεϊρθμα: 

Θεώρθμα:  Ζςτω G(V, E) ζνα μθ κατευκυντικό γράφθμα. Οι ακόλουκεσ προτάςεισ είναι 

ιςοδφναμεσ: 

 Σο γράφθμα G είναι δζντρο. 

 Οποιεςδιποτε δφο κορυφζσ του G ενϊνονται μζςω ενόσ μοναδικοφ απλοφ 

μονοπατιοφ. 

 Σο γράφθμα G είναι ςυνεκτικό, αλλά αν μία οποιαδιποτε ακμι του Ε αφαιρεκεί, 

το γράφθμα που κα προκφψει δεν κα είναι ςυνεκτικό. 

 Σο γράφθμα G είναι ςυνεκτικό και ζχει ακριβϊσ |V| – 1 ακμζσ. 

 Σο γράφθμα G δεν περιζχει κφκλουσ και ζχει ακριβϊσ |V| – 1 ακμζσ. 

 Σο γράφθμα G δεν περιζχει κφκλουσ, αλλά αν μία οποιαδιποτε ακμι προςτεκεί 

ςτο Ε, το γράφθμα που προκφπτει περιζχει κφκλο. 
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5.2.1 Αναπαρϊςταςη γραφημϊτων 
Για τθν επεξεργαςία ενόσ γραφιματοσ από ζναν αλγόρικμο είναι απαραίτθτθ θ 

αναπαράςταςθ του γραφιματοσ μζςω μιασ κατάλλθλθσ δομισ δεδομζνων. Οι 

ςυνθκζςτεροι τρόποι αναπαράςταςθσ ενόσ γραφιματοσ είναι μζςω του ονομαηόμενου 

πίνακα γειτνίαςησ και τθσ λίςτασ γειτνίαςθσ.  

Θ λίςτα γειτνίαςθσ ενόσ γραφιματοσ G(V, E) με n κορυφζσ και m ακμζσ, αποτελείται από 

τθ λίςτα των γειτονικϊν κορυφϊν για κάκε κορυφι vV. Οι δείκτεσ ςτα πρϊτα ςτοιχεία 

αυτϊν των λιςτϊν αποκθκεφονται ςε ζναν πίνακα L με n κζςεισ. ΢υγκεκριμζνα ο δείκτθσ 

ςτο πρϊτο ςτοιχείο τθσ λίςτασ των γειτονικϊν κορυφϊν τθσ vV βρίςκεται ςτθ κζςθ L[v]. 

Σο μζγεκοσ τθσ λίςτασ γειτόνων τθσ v είναι ίςο με το βακμό τθσ. Επομζνωσ θ 

αναπαράςταςθ του G με λίςτα γειτνίαςθσ απαιτεί Θ(n+m) κζςεισ μνιμθσ.   

΢υμβολίηουμε με Α τον πίνακα γειτνίαςθσ του γραφιματοσ G(V, E) που αποτελείται από 

n x n = n2 ςτοιχεία, εάν υποκζςουμε ότι ζχουμε ζνα γράφο n κορυφϊν. Σο ςτοιχείο A[i, j] 

= 1, εάν υπάρχει θ ακμι (vi, vj) ενϊ αλλιϊσ είναι 0. Προφανϊσ αυτόσ ο πίνακασ είναι 

ςυμμετρικόσ. Σο μόνο μειονζκτθμα αυτισ τθσ αναπαράςταςθσ είναι ότι απαιτεί Ω(n2) 

αποκθκευτικό χϊρο ενϊ ςυνικωσ ο αρικμόσ των ακμϊν είναι μικρότεροσ του n2 και 

φυςικά θ προςπζλαςθ του πίνακα απαιτεί O(n2) χρόνο. Όταν το γράφθμα είναι αραιό, 

δθλαδι ζχει αρικμό ακμϊν ο(n2), θ αναπαράςταςθ με λίςτα γειτνίαςθσ απαιτεί 

αςυμπτωτικά λιγότερεσ κζςεισ μνιμθσ από τθν αναπαράςταςθ με πίνακα γειτνίαςθσ. 

Ενϊ όταν το γράφθμα είναι πυκνό, δθλαδι ζχει αρικμό Θ(n2), οι απαιτιςεισ των δφο 

αναπαραςτάςεων ςε κζςεισ μνιμθσ ταυτίηονται ωσ προσ τθν αςυμπτωτικι τουσ 

ςυμπεριφορά. Όταν το γράφθμα ζχει βάρθ το ςτοιχείο A[i, j] ιςοφται με το βάροσ w(vi, vj) 

τθσ αντίςτοιχθσ ακμισ.  

 

    

   

    

    

                                                                                      

   

Σχιμα 13: Αναπαράςταςθ μθ κατευκυντικοφ γραφιματοσ με λίςτα και πίνακα γειτνίαςθσ 

1   2   3 /       
             

2  1   3 /       
              

3   1   2   4   5 / 
              

4   3   6 /       
              

5   3 /          
              

6   4 /          

 1 2 3 4 5 6 

1 0 1 1 0 0 0 
2 1 0 1 0 0 0 
3 1 1 0 1 1 0 
4 0 0 1 0 0 1 
5 0 0 1 0 0 0 
6 0 0 0 1 0 0 2 

1 3 5 

4 6 
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5.2.2 Αναζότηςη κατϊ πλϊτοσ (Breadth-First Search (BFS)) 

΢τθν αναηιτθςθ κατά πλάτοσ, από κάκε κόμβο v που επιςκεπτόμαςτε, αναηθτοφμε 

κόμβουσ όςο το δυνατόν κατά πλάτοσ. Δθλαδι αμζςωσ μετά τθν επίςκεψθ του κόμβου v 

επιςκεπτόμαςτε όλουσ τουσ γειτονικοφσ του κόμβουσ που βρίςκονται ςε απόςταςθ k, 

ζπειτα αυτοφσ που βρίςκονται ςε απόςταςθ k+1 κοκ. Ζτςι λοιπόν κατά τθ διάρκεια τθσ 

διαδικαςίασ αυτισ μποροφμε να ξεχωρίςουμε τρεισ κατθγορίεσ κορυφϊν.  

Σισ ανεξερεφνθτεσ κορυφζσ που δεν ζχουμε επιςκεφτεί ακόμα, τισ υπο-εξζταςθ κορυφζσ 

που ζχουμε επιςκεφτεί αλλά απομζνει θ εξερεφνθςθ των γειτονικϊν τουσ και τισ 

εξερευνθμζνεσ κορυφζσ, τισ οποίεσ ζχουμε επιςκεφτεί και ζχουμε ολοκλθρϊςει τθν 

εξερεφνθςθ των γειτονικϊν τουσ. 

Για να εξαςφαλιςτεί θ κατά πλάτοσ εξερεφνθςθ των κορυφϊν, θ ςειρά με τθν οποία θ 

υπο-εξζταςθ κορυφζσ γίνονται εξερευνθμζνεσ, πρζπει να είναι ίδια με τθ ςειρά που οι 

ανεξερεφνθτεσ κορυφζσ γίνονται υπο-εξζταςθ. Για το λόγο αυτό ο αλγόρικμοσ διατθρεί 

μια First-In-First-Out (FIFO) ουρά από υπο-εξζταςθ κορυφζσ. Αρχικά θ μόνθ υπο-εξζταςθ 

κορυφι είναι θ s. Θ αναηιτθςθ κατά πλάτοσ εξάγει τθν πρϊτθ κορυφι τθσ ουράσ, 

εξερευνά τισ γειτονικζσ κορυφζσ και κεωρεί τθν κορυφι εξερευνθμζνθ. ΢αν αποτζλεςμα 

αυτισ τθσ διαδικαςίασ, κάποιεσ κορυφζσ γίνονται υπο-εξζταςθ και προςτίκενται ςτο 

τζλοσ τθσ ουράσ. Χρθςιμοποιοφνται δφο βοθκθτικοί πίνακεσ, ο m και ο p. Για κάκε 

κορυφι v το m[v] περιζχει τθν τρζχουςα κατάςταςθ τθσ v ςε ςχζςθ με τθν αναηιτθςθ 

κατά πλάτοσ και το p[v] τθν κορυφι από τθν οποία επιςκζφτθκε το v για πρϊτθ φορά. 

Όςο θ v παραμζνει ανεξερεφνθτθ το p[v]=NULL. Οι ανεξερεφνθτεσ κορυφζσ 

χαρακτθρίηονται με Α, οι υπο-εξζταςθ με Τ και οι εξερευνθμζνεσ με Ε.  
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Παρακάτω παρουςιάηεται ζνασ αλγόρικμοσ για τθν εφαρμογι. 

BFS(G(V,E),s) 

       addToQueue(s); m[s]    Y; p[s]   NULL; 

       for all v ∈ V \ {s} do 

                m[v]   A; p[v]   NULL; 

       while not emptyQueue() do 

                u   extractFromQueue(); m[u]   E;        

                 for all v ∈ L[u] do 

                       if m[v] = A then 

                          addToQueue(v); m[v]   Y; p[v]   u;    

     

΢το ςχιμα 14 παρουςιάηεται ζνα παράδειγμα εφαρμογισ τθσ αναηιτθςθσ κατά πλάτοσ, 

όπου οι ανεξερεφνθτεσ κορυφζσ ςυμβολίηονται με λευκό χρϊμα, οι υπο-εξζταςθ με γκρι 

και οι εξερευνθμζνεσ με μαφρο. Παρατθροφμε ότι θ κάκε κορυφι αλλάηει δφο φορζσ 

χαρακτθριςμό, από Α ςε Τ όταν προςτίκεται ςτο τζλοσ τθσ ουράσ και από Τ ςε Ε όταν 

εξάγεται από τθν αρχι τθσ ουράσ.  

Θ ειςαγωγι ςτο τζλοσ και θ εξαγωγι από τθν αρχι μιασ FIFO ουράσ υλοποιείται εφκολα 

ςε ςτακερό χρόνο. Ο ςυνολικόσ χρόνοσ για αυτζσ τισ λειτουργίεσ είναι Ο(n). Θ λίςτα των 

γειτόνων μιασ κορυφισ εξετάηεται όταν θ κορυφι γίνεται από υπο-εξζταςθ 

εξερευνθμζνθ. Σο άκροιςμα των γειτόνων όλων των κορυφϊν είναι Θ(m) και ο 

αλγόρικμοσ αφιερϊνει ςτακερό χρόνο για κάκε γειτονικι κορυφι που δεν 

χαρακτθρίηεται ανεξερεφνθτθ. Ο αντίςτοιχοσ χρόνοσ είναι Ο(m).  

Επομζνωσ ο ςυνολικόσ χρόνοσ εκτζλεςθσ είναι Ο(n+m), δθλαδι γραμμικόσ ςτο μζγεκοσ 

τθσ λίςτασ γειτνίαςθσ. Εκτόσ από τθν αρχικι κορυφι s, για κάκε κορυφι v που είναι 

εξερευνθμζνθ ι υπο-εξζταςθ ιςχφει p[v] ≠ NULL. ΢το τζλοσ του αλγορίκμου όλεσ οι 

κορυφζσ είναι είτε εξερευνθμζνεσ είτε ανεξερεφνθτεσ, γιατί κάκε υπο-εξζταςθ κορυφι 

εξάγεται από τθν ουρά πριν τθν ολοκλιρωςθ του αλγορίκμου και γίνεται εξερευνθμζνθ. 

Αν όλεσ οι κορυφζσ είναι προςπελάςιμεσ από τθν s και το γράφθμα είναι μθ 

κατευκυντικό και ςυνεκτικό, ο αλγόρικμοσ τερματίηει με όλεσ τισ κορυφζσ 

εξερευνθμζνεσ.  
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Σχιμα 14: Αναηιτθςθ κατά πλάτοσ 

 

Θ αναηιτθςθ κατά πλάτοσ παράγει ζνα δζντρο το οποίο αποτελείται από όλουσ τουσ 

προςπελάςιμουσ από τον s κόμβουσ, ζτςι ϊςτε για κάκε κόμβο v του δζντρου ιςχφει ότι 

το απλό μονοπάτι από τον s ςτον v είναι επίςθσ ζνα ελάχιςτο μονοπάτι. Θ αναηιτθςθ 

αυτι μπορεί να εφαρμοςτεί και ςε κατευκυνόμενα και ςε μθ κατευκυνόμενα 

γραφιματα. 

Q 1 5 Q 5 4 

Q 7 8 Q 8 Q 4 7 8 

Q 9 6 Q 6  Q 3 9 
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5.2.3 Αναζότηςη κατϊ βϊθοσ (Depth-First Search (DFS)) 

Θ αναηιτθςθσ κατά βάκοσ προχωράει όςο το δυνατόν μακρφτερα από τθν αρχικι 

κορυφι s. Χρθςιμοποιεί όλεσ τισ εξερχόμενεσ ακμζσ τθσ κορυφισ v που επιςκζφτθκε 

τελευταία. Όταν θ τελευταία κορυφι v δεν ζχει άλλεσ αχρθςιμοποίθτεσ ακμζσ, 

επιςτρζφει ςτθν κορυφι που επιςκζφκθκε αμζςωσ προθγουμζνωσ, για να 

χρθςιμοποιιςει τισ ακμζσ τθσ. Θ διαδικαςία αυτι ςυνεχίηεται μζχρι να ανακαλυφκοφν 

όλεσ οι κορυφζσ που είναι προςπελάςιμεσ από τθν αρχικι κορυφι s. Αν ςε αυτό το 

ςθμείο υπάρχουν κορυφζσ οι οποίεσ παραμζνουν ανεξερεφνθτεσ, μία από αυτζσ 

επιλζγεται ςαν αρχικι, και θ αναηιτθςθ ςυνεχίηεται. Θ αναηιτθςθ κατά βάκοσ 

ολοκλθρϊνεται όταν ζχει επιςκεφκεί όλεσ τισ κορυφζσ του γραφιματοσ. 

Διακρίνονται τρία είδθ κορυφϊν, όπωσ και ςτθν αναηιτθςθ κατά πλάτοσ. ΢τθν αρχι όλεσ 

οι κορυφζσ είναι ανεξερεφνθτεσ. Σθν πρϊτθ φορά που γίνεται επίςκεψθ ςε μια 

ανεξερεφνθτθ κορυφι v, αυτι γίνεται υπο-εξζταςθ και θ αναηιτθςθ κατά βάκοσ 

εφαρμόηεται αναδρομικά με αρχικι κορυφι τθν v. Θ κορυφι v κεωρείται εξερευνθμζνθ 

όταν ολοκλθρωκεί θ αναδρομικι κλιςθ. 

Για τθν υλοποίθςθ του αλγόρικμου χρθςιμοποιείται μια βοθκθτικι μεταβλθτι t και τρεισ 

βοθκθτικοί πίνακεσ m, p, d. Θ τρζχουςα τιμι τθσ μεταβλθτισ t αντιςτοιχεί ςτον αρικμό 

των κορυφϊν που ζχουν επιςκεφτεί. Όταν θ κορυφι v αλλάηει χαρακτθριςμό από 

ανεξερεφνθτθ ςε υπο-εξζταςθ, το t αυξάνεται κατά 1 και το d[v] τίκεται ςτθν τρζχουςα 

τιμι τθσ t. Ζτςι το d[v] δείχνει τθ ςειρά με τθν οποία θ αναηιτθςθ κατά βάκοσ 

επιςκζφτθκε τθν κορυφι v. 

Σο m[v] περιζχει τθν τρζχουςα κατάςταςθ τθσ v ςε ςχζςθ με τθν αναηιτθςθ κατά βάκοσ 

και το p[v] τθν κορυφι από τθν οποία θ αναηιτθςθ κατά βάκοσ επιςκζφτθκε τθ v για 

πρϊτθ φορά.  

 

DFS_Init(G(V,E))                                                             

t  0;                                                                                    

for all v ∈ V do                                                               

          m[v]  A; p[v]  NULL;                                                

for all v ∈ V do                                                                         

if m[v]=A then DFS(v);                                             
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DFS(v) 

       m[v]    Y; d[v]   ++ t; 

       for all ς ∈ L[v] do 

      if m[ς] = A then    

                           p[ς]  v; DFS(ς); 

        m[v]  E; f[v]   ++ t; 

 

΢τον παραπάνω αλγόρικμο θ διαδικαςία DFS_Init αρχικοποιεί τισ μεταβλθτζσ που 

χρθςιμοποιοφνται ςτον αλγόρικμο και ξεκινάει τθν αναδρομικι διαδικαςία DFS. Θ 

διαδικαςία DFS καλείται μία φορά για κάκε κορυφι, αφοφ θ κλιςθ DFS(v) αλλάηει το 

χαρακτθριςμό τθσ v από Α ςε Τ και ςτθ ςυνζχεια ςε Ε. Θ κλιςθ DFS(v) ελζγχει όλουσ τουσ 

γείτονεσ τθσ v για κορυφζσ που παραμζνουν ανεξερεφνθτεσ. Επομζνωσ κάκε ακμι 

ελζγχεται μία φορά και όταν πρόκειται για μθ κατευκυντικό γράφθμα δφο. Ο ςυνολικόσ 

χρόνοσ εκτζλεςθσ τθσ αναηιτθςθσ κατά βάκοσ είναι Ο(n+m), δθλαδι γραμμικόσ ςτο 

μζγεκοσ τθσ λίςτασ γειτνίαςθσ. 

Θ DFS παράγει ζνα δάςοσ από δζντρα το οποίο αποτελείται από ζνα ι περιςςότερα 

δζντρα κατά βάκοσ αναηιτθςθσ. Αυτό ςυμβαίνει γιατί θ πρϊτθ επίςκεψθ ςε κάκε 

κορυφι v γίνεται από μοναδικό μονοπάτι από τθν αντίςτοιχθ αρχικι κορυφι προσ τθ v.   

  

5.2.4 Ελϊχιςτο ςυνδετικό δϋντρο(Minimum Spanning Tree-MST) και 
΢υντομότερα μονοπϊτια 

Δφο ακόμθ προβλιματα από τθ κεωρία γραφθμάτων είναι αυτά του ελάχιςτου 

ςυνδετικοφ δζντρου και του ςυντομότερου μονοπατιοφ. Σο ελάχιςτο ςυνδετικό δζντρο 

ενόσ γραφιματοσ G(V,E,w) με βάρθ ςτισ ακμζσ, είναι το ςυνδετικό δζντρο του G με το 

ελάχιςτο ςυνολικό βάροσ. Σο πρόβλθμα του υπολογιςμοφ ενόσ τζτοιου δζντρου 

αποτελεί ζνα τυπικό παράδειγμα προβλιματοσ ςυνδυαςτικισ βελτιςτοποίθςθσ. Σο 

πρόβλθμα αυτό εφαρμόηεται ςτο ςχεδιαςμό δικτφων όταν επιδιϊκουμε να 

ελαχιςτοποιιςουμε το κόςτοσ ςφνδεςθσ κάποιων ςθμείων. Για τον υπολογιςμό ενόσ 

ελαχίςτου ςυνδετικοφ δζντρου χρθςιμοποιείται ο αλγόρικμοσ του Kruskal και ο 

αλγόρικμοσ του Prim. 
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΢το πρόβλθμα των ςυντομότερων μονοπατιϊν, δίνεται ζνα γράφθμα G(V,E,w) με μικθ 

ςτισ ακμζσ και ηθτοφνται τα ςυντομότερα μονοπάτια μεταξφ κάποιων κορυφϊν. ΢ε 

μερικζσ περιπτϊςεισ το ηθτοφμενο είναι ο υπολογιςμόσ των αντίςτοιχων αποςτάςεων 

και όχι τα ίδια τα μονοπάτια. Σο πρόβλθμα αυτό ζχει πολλζσ και ςθμαντικζσ πρακτικζσ 

εφαρμογζσ και επιλφεται με τον αλγόρικμο του Dijkstra και τον αλγόρικμο των Bellman-

Ford. 

 

5.2.5 Αλγόριθμοι γραφημϊτων  

 Ο αλγόρικμοσ του Kruskal επιλζγει ακμζσ, απλά προςπακϊντασ να αποφφγει τθ 

δθμιουργία κφκλων. Αυτόσ ο τρόποσ λειτουργίασ ζχει ωσ ςυνζπεια τθ δθμιουργία 

ενόσ δάςουσ από δζντρα, τα οποία ςτθ ςυνζχεια αναπτφςςονται με ακανόνιςτο 

τρόπο, ανάλογα με τθν εξζλιξθ του αλγορίκμου. Ο Κruskal επιςτρζφει το ελάχιςτο 

ςυνδετικό δζντρο  που ενϊνει όλεσ τισ κορυφζσ ενόσ γράφου.  

  Ο αλγόρικμοσ του Prim αναπτφςςει ςταδιακά το ίδιο το ελάχιςτο ςυνδεδεμζνο 

δζντρο ξεκινϊντασ από μια τυχαία επιλεγείςα ρίηα. ΢ε κάκε βιμα προςτίκεται 

ζνα νζο κλαδί του δζντρου και ο αλγόρικμοσ ολοκλθρϊνεται όταν ζχουν επιλεγεί 

όλεσ οι κορυφζσ του γράφου.  

  Ο αλγόρικμοσ του Dijkstra, βρίςκει τθν ελάχιςτθ διαδρομι μεταξφ δφο κορυφϊν.  

 Ο αλγόρικμοσ των Bellman-Ford, επιλφει το πρόβλθμα των ομοαφετθριακϊν 

ελαφρφτατων διαδρομϊν ςτθ γενικι περίπτωςθ όπου οι ακμζσ ενδζχεται να 

ζχουν αρνθτικά βάρθ. Εάν υπάρχουν αρνθτικά βάρθ, ο αλγόρικμοσ υποδεικνφει 

ότι το πρόβλθμα δεν ζχει λφςθ. Εάν δεν υπάρχουν, υπολογίηει τισ ελαφρφτατεσ 

διαδρομζσ και τα βάρθ τουσ.  

  Ο αλγόρικμοσ του Boruvka, είναι ζνασ πολφ απαιτθτικόσ αλγόρικμοσ διότι 

βρίςκει το ελάχιςτο ςυνδετικό δζντρο ςε ζνα γράφθμα του οποίου όλεσ οι ακμζσ 

ζχουν διαφορετικά βάρθ.  
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Κεφϊλαιο 6 - Αποδοτικού αλγόριθμοι, Αξύωμα Cook-Karp, Κλϊςεισ P 

και NP 
 

6.1 Αποδοτικού αλγόριθμοι 

Τπάρχουν προβλιματα τα οποία είναι δφςκολο να επιλυκοφν από υπολογιςτζσ ι ακόμα 

και αδφνατο. Με τθν μελζτθ των προβλθμάτων αυτϊν αςχολείται θ κεωρία τθσ 

υπολογιςτικισ πολυπλοκότθτασ. Όταν τα προβλιματα μποροφν να επιλυκοφν από τουσ 

υπολογιςτζσ, χρθςιμοποιοφνται υπολογιςτικοί πόροι που κακορίηονται από τθ κεωρία 

πολυπλοκότθτασ. Ο κακοριςμόσ γίνεται εντάςςοντασ τα προβλιματα που ζχουν 

παρόμοιεσ ςυμπεριφορζσ ςε κοινζσ ομάδεσ που ονομάηονται κλάςεισ πολυπλοκότθτασ. 

Κάκε κλάςθ περιζχει ζναν μικρό ςχετικά αρικμό προβλθμάτων που αντιπροςωπεφουν 

όλθ τθν κλάςθ και ονομάηονται πλιρθ. Αν ζνα πλιρεσ πρόβλθμα επιλυκεί με καλφτερο 

τρόπο, τότε θ επίλυςθ αυτι εφαρμόηεται ςτα προβλιματα όλθσ τθσ κλάςθσ ςτθν οποία 

ανικει.  

΢φμφωνα με τθ κεωρία των αλγορίκμων,  τα υπολογιςτικά προβλιματα που πρζπει να 

επιλυκοφν με κάποιον αλγόρικμο είναι μια κατθγορία πραγματικϊν προβλθμάτων. Ζνα 

πραγματικό πρόβλθμα, περιγράφεται μακθματικά και υλοποιείται από κάποιον 

αλγόρικμο. Εφόςον οι αλγόρικμοι χρθςιμοποιοφνται ςε πραγματικά προβλιματα, είναι 

απαραίτθτο να υπολογίηεται θ τάξθ μεγζκουσ των ςυναρτιςεων που προςδιορίηουν τθν 

ποςότθτα των υπολογιςτικϊν πόρων τουσ. Θ κεωρία αλγορίκμων εξετάηει περιςςότερο 

τα προβλιματα βελτιςτοποίθςθσ.  

΢φμφωνα με τθ κεωρία τθσ πολυπλοκότθτασ, τα υπολογιςτικά προβλιματα που 

μελετϊνται είναι μακθματικζσ οντότθτεσ. Με βάςθ αυτι τθν ανάλυςθ δεν είναι 

απαραίτθτο  να υπολογίηεται θ ακριβισ τάξθ μεγζκουσ των ςυναρτιςεων που 

προςδιορίηουν τθν ποςότθτα των υπολογιςτικϊν πόρων, αλλά θ κατθγορία των 

ςυναρτιςεων. 

΢τθ κεωρία τθσ πολυπλοκότθτασ, ζνα πρόβλθμα αποτελεί μία δυαδικι ςχζςθ θ οποία 

περιλαμβάνει όλα τα διαφορετικά ηεφγθ των ςτιγμιότυπων του προβλιματοσ και των 

λφςεϊν τουσ. Για παράδειγμα, κεωροφμε το πρόβλθμα του ΢υντομότερου Μονοπατιοφ 

μεταξφ δφο κορυφϊν, με ςτιγμιότυπο το γράφθμα G(V, E) και δφο κορυφζσ v1, v2 V. 

Κάκε ζγκυρο ςτιγμιότυπο του προβλιματοσ αυτοφ, αποτελείται από ζνα γράφθμα και 

δφο κορυφζσ.  
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Λφςθ του προβλιματοσ αποτελεί το ςυντομότερο μονοπάτι από τθν κορυφι v1 ςτθν 

κορυφι v2. Ζνα ςτιγμιότυπο προβλιματοσ μπορεί να ζχει περιςςότερεσ από μία λφςεισ. 

Αν αντιμετωπίςουμε το πρόβλθμα ςαν πρόβλθμα βελτιςτοποίθςθσ, θ βζλτιςτθ λφςθ κα 

είναι το μονοπάτι που ζχει το ελάχιςτο μικοσ από τθν κορυφι v1 ςτθν κορυφι v2. 

Μια διαφορετικι προςζγγιςθ του προβλιματοσ του ΢υντομότερου Μονοπατιοφ, είναι θ 

αντιμετϊπιςι του ςαν πρόβλθμα απόφαςθσ. ΢τθν περίπτωςθ αυτι ζνα ςτιγμιότυπο του 

προβλιματοσ αποτελείται από ζνα γράφθμα G(V, E) , δφο κορυφζσ v1, v2 V και ζναν 

φυςικό αρικμό x ≥ 0, που εκφράηει το μικοσ ανάμεςα ςτισ δφο κορυφζσ. Σο ηθτοφμενο 

είναι να βροφμε αν υπάρχει κάποιο μονοπάτι ανάμεςα ςτθν κορυφι v1 ςτθν κορυφι v2 

που να ζχει το πολφ μικοσ x. Θ λφςθ-απάντθςθ ςτο πρόβλθμα αυτό μπορεί να είναι μόνο 

ζνα «ναι» ι ζνα «όχι». Σα προβλιματα αυτισ τθσ μορφισ ονομάηονται προβλιματα 

απόφαςθσ. 

Μποροφμε να περιγράψουμε οποιοδιποτε πρόβλθμα βελτιςτοποίθςθσ ςαν πρόβλθμα 

απόφαςθσ, ςυμπεριλαμβάνοντασ ςτθ λφςθ του ζναν φυςικό αρικμό x που λειτουργεί 

ςαν φράγμα. Όταν ζχουμε προβλιματα ελαχιςτοποίθςθσ το ερϊτθμα που τίκεται από το 

πρόβλθμα απόφαςθσ είναι αν υπάρχει αποδεκτι λφςθ με κόςτοσ το πολφ x. Ενϊ όταν 

ζχουμε προβλιματα μεγιςτοποίθςθσ εξετάηουμε αν το κόςτοσ είναι τουλάχιςτον x. 

΢υνικωσ όταν ζνα πρόβλθμα απόφαςθσ λφνεται αποδοτικά, τότε μπορεί να λυκεί 

αποδοτικά και το αντίςτοιχο πρόβλθμα βελτιςτοποίθςθσ. Αυτό ιςχφει και αντιςτρόφωσ.  

 

6.2 Αξύωμα Cook-Karp 

Σα προβλιματα που λφνονται ςε υπολογιςτι διακρίνονται ςε ευεπίλυτα και ςε 

δυςεπίλυτα. Ευεπίλυτα καλοφνται τα προβλιματα των οποίων θ λφςθ επιτυγχάνεται με 

αποδοτικό τρόπο και δυςεπίλυτα αυτά που δεν λφνονται με αποδοτικό τρόπο. Θ 

αποδοτικότθτα των αλγορίκμων υπολογίηεται από τουσ υπολογιςτικοφσ πόρουσ που 

απαιτοφν. Ευεπίλυτα είναι τα προβλιματα για τα οποία υπάρχει αποδοτικόσ αλγόρικμοσ 

που απαιτεί πολλοφσ υπολογιςτικοφσ πόρουσ. Δυςεπίλυτα είναι τα προβλιματα για τα 

οποία ζχει αποδειχτεί ότι δεν υπάρχει αποδοτικόσ αλγόρικμοσ.  
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΢φμφωνα με τθν αντίλθψθ που επικρατεί, ευεπίλυτα είναι μόνο τα προβλιματα που θ 

επίλυςθ τουσ πραγματοποιείται ςε πολυωνυμικό χρόνο. Για να λυκεί ζνα πρόβλθμα ςε 

πολυωνυμικό χρόνο πρζπει να υπάρχει κάποιοσ αλγόρικμοσ με χρόνο εκτζλεςθσ 

χειρότερθσ περίπτωςθσ O(nk), όπου n είναι το μζγεκοσ του ςτιγμιότυπου ειςόδου και k 

μία οποιαδιποτε ςτακερά. Σα προβλιματα που λφνονται ςε πολυωνυμικό χρόνο 

αποτελοφν τθν κλάςθ πολυπλοκότθτασ P. Θ πεποίκθςθ ότι θ κλάςθ P ταυτίηεται με τθν 

κλάςθ των ευεπίλυτων προβλθμάτων αποδίδεται ςτουσ S. Cook και R. Karp και 

αναφζρεται ςαν αξίωμα των Cook – Karp. 

Κάποια βαςικά επιχειριματα που υποςτθρίηουν το αξίωμα των Cook –Karp είναι: 

 Θ ταχφτθτα με τθν οποία αυξάνεται ζνα πολυϊνυμο μικροφ βακμοφ επιτρζπει 

τθν επίλυςθ αρκετά μεγάλων ςτιγμιότυπων ενόσ προβλιματοσ ςε εφλογο χρονικό 

διάςτθμα. 

 Θ φπαρξθ ενόσ αλγόρικμου πολυωνυμικοφ χρόνου, επιτρζπει τθ ςθμαντικι 

αφξθςθ του μεγζκουσ των ςτιγμιότυπων που λφνει ο αλγόρικμοσ ςε δεδομζνο 

χρονικό διάςτθμα, ςαν αποτζλεςμα τθσ ςυνεχοφσ αφξθςθσ τθσ ταχφτθτασ των 

υπολογιςτϊν.  

 

 

6.3 Κλϊςη P 

Θ κλάςθ P περιλαμβάνει όλα τα προβλιματα απόφαςθσ, δθλαδι προβλιματα ςτα οποία 

καλοφμαςτε να απαντιςουμε μια ςυγκεκριμζνθ ερϊτθςθ με ναι ι όχι. Είναι μια από τισ 

ςθμαντικότερεσ κλάςεισ πολυπλοκότθτασ και περιλαμβάνει τα προβλιματα απόφαςθσ 

που επιλφονται από κάποιον αλγόρικμο ςε πολυωνυμικό χρόνο. Δθλαδι για ζναν 

αλγόρικμο κεωροφμε ότι ζχει υπολογιςτικι πολυπλοκότθτα τάξθσ P, όταν υπάρχει 

κάποιο πολυϊνυμο p(), τζτοιο ϊςτε θ πολυπλοκότθτα του αλγόρικμου να μπορεί να 

εκφραςκεί ςαν O(p(n)) για οποιοδιποτε πλικοσ δεδομζνων n. 

Οριςμόσ κλάςθσ P: Σο ςφνολο των προςδιοριςτικϊν αλγόρικμων απόφαςθσ που 

επιλφονται ςε πολυωνυμικό χρόνο, ανικουν ςτθν κλάςθ P. 
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6.4 Κλϊςη NP 

Θ κλάςθ NP περιλαμβάνει όλα τα προβλιματα απόφαςθσ για τα οποία μποροφμε να 

επαλθκεφςουμε μια λφςθ τουσ ςε πολυωνυμικό χρόνο. 

Παράδειγμα 1: Θεωροφμε το παρακάτω πρόβλθμα απόφαςθσ που ζχει τθ μορφι: «Σα 

δεδομζνα Α=(Α(1), Α(2), …, Α(n)) ικανοποιοφν τθν ςυνκικθ C». 

Δίνεται ζνασ φυςικόσ αρικμόσ a με δυαδικι αναπαράςταςθ a = anan-1…a2a1= , όπου ai ∈  

,0,1-. Θζλουμε να ελζγξουμε αν αυτόσ ο αρικμόσ ζχει ακζραιουσ διαιρζτεσ, δθλαδι αν 

είναι ςφνκετοσ. Τποκζτουμε ότι αυτι θ ςυνκικθ ιςχφει ζςτω και αν βρεκεί ζνασ μόνοσ 

διαιρζτθσ, εκτόσ του 1 και του a.  Όταν βρίςκουμε ζναν αρικμό x ςαν αξιόπιςτθ λφςθ, 

δθλαδι όταν κεωροφμε ότι ο x διαιρεί τον a, το πρόβλθμα παίρνει τθ μορφι του ελζγχου 

ςτο εάν ο x διαιρεί τον a. Εάν το νζο αυτό πρόβλθμα ανικει ςτθν κλάςθ P, τότε ορίηεται 

πωσ το αρχικό πρόβλθμα ανικει ςτθν κλάςθ NP. 

 

Παράδειγμα 2: Θεωροφμε το πρόβλθμα απόφαςθσ: Αν ζνα γράφθμα G(V,E) ζχει κφκλο 

Hamilton ι όχι. Όταν θ απάντθςθ είναι κετικι, δίνεται μια ςειρά κόμβων vi, i=0,1,…,|V|-1 

του γραφιματοσ.  Ελζγχουμε ςε χρόνο Ο(|V|) αν οι κόμβοι που δόκθκαν ωσ απάντθςθ 

ςχθματίηουν κφκλο, εξετάηοντασ αν ιςχφει (vi, v(i+1)mod|V|) ∈ E για i=0,1,…,|V|-1. 

Προφανϊσ μια κετικι απάντθςθ μπορεί να βρεκεί ςε πολυωνυμικό χρόνο για όλα τα 

προβλιματα τθσ P, αφοφ αυτά επιλφονται ςε πολυωνυμικό χρόνο.  

Από τα παραπάνω παραδείγματα καταλιγουμε ςτθν ςχζςθ P ⊆ NP . Δθλαδι ζνα 

πρόβλθμα που ανικει ςτθν κλάςθ P, ανικει ςίγουρα και ςτθν κλάςθ NP. Αν μποροφμε να 

λφςουμε ζνα πρόβλθμα ςε πολυωνυμικό χρόνο, μποροφμε να ελζγξουμε και τθ λφςθ του 

ςε πολυωνυμικό χρόνο. 

Οριςμόσ κλάςθσ NP: Σο ςφνολο των αλγόρικμων απόφαςθσ που επιλφονται ςε 

πολυωνυμικό χρόνο από μθ προςδιοριςτικοφσ αλγόρικμουσ, ανικουν ςτθν κλάςθ ΝP. 
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Σχιμα 15: Σχθματικι αναπαράςταςθ P ⊆  NP 

 

6.4.1 NP-complete κλϊςη 

Για κάκε κλάςθ πολυπλοκότθτασ υπάρχουν κάποια προβλιματα, τα οποία είναι πλιρθ 

για τθν κλάςθ αυτι, δθλαδι τθν περιγράφουν πλιρωσ υπό τθν ζννοια ότι θ αποδοτικι 

επίλυςθ ενόσ πλιρουσ προβλιματοσ για μια κλάςθ πολυπλοκότθτασ κα επιφζρει τθν 

επίλυςθ όλων των ιςοδφναμων προβλθμάτων που ανικουν ςτθν κλάςθ αυτι. Ζτςι 

ορίηεται θ κλάςθ προβλθμάτων NP-complete. 

Σα προβλιματα που ανικουν ςτθν  NP-complete(NPC) κλάςθ, ζχουν τθν ιδιότθτα να 

ανικουν και ςτθ NP κλάςθ. Επίςθσ αν ζςτω και για ζνα από τα προβλιματα τθσ NP-

complete κλάςθσ αποδειχκεί ότι ανικει ςτθν κλάςθ P τότε αυτόματα ζχει αποδειχκεί ότι 

NPC ⊂ P , δθλαδι όλα τα NP-complete προβλιματα κα ιταν επιλφςιμα ςε πολυωνυμικό 

χρόνο. 

΢φμφωνα με τα παραπάνω γίνεται ςαφζσ ότι από τα προβλιματα τθσ κλάςθσ NP, τα 

προβλιματα που ανικουν ςτθν P είναι εφκολα όςον αφορά τθν υπολογιςτικι τουσ 

πολυπλοκότθτα, ενϊ τα προβλιματα τθσ κλάςθσ NP-complete είναι δφςκολα. Από τθν 

άλλθ μεριά όμωσ μπορεί να αποδειχκεί ότι όλα τα NP προβλιματα, 

ςυμπεριλαμβανόμενων και των NP-complete επιδζχονται αλγόρικμουσ με 

πολυπλοκότθτα f (n) ∈ O(2n) . Είναι δθλαδι λιγότερο ι το πολφ ιςοδφναμοι με 

αλγόρικμουσ εκκετικισ πολυπλοκότθτασ. 

                                                                                                                                                  

 

 

 

                       NP 

   P 
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Κάποια χαρακτθριςτικά προβλιματα τθσ κλάςθσ NP-complete είναι το πρόβλθμα 

ιςομορφιςμοφ γραφθμάτων(graph isomorphism problem), το πρόβλθμα του 

ςακιδίου(Knapsack problem), το πρόβλθμα του μονοπατιοφ Hamilton(Hamiltonian path 

problem), το πρόβλθμα του πλανόδιου πωλθτι(Travelling salesman problem), το 

πρόβλθμα ακροίςματοσ υποςυνόλων(Subset sum problem), το πρόβλθμα τθσ 

κλίκασ(Clique problem), το πρόβλθμα κάλυψθσ κορυφϊν(Vertex cover problem), το 

πρόβλθμα ανεξάρτθτου ςυνόλου(Independent set problem), το πρόβλθμα κυριαρχίασ 

ςυνόλου(Dominating set problem) και το πρόβλθμα χρωματιςμοφ γραφθμάτων(Graph 

coloring problem). 

 

6.4.2 NP-hard κλϊςη 

Μία άλλθ κλάςθ είναι θ NP-hard θ οποία περιλαμβάνει προβλιματα που είναι 

τουλάχιςτον τόςο δφςκολα, όςο οποιοδιποτε πρόβλθμα τθσ κλάςθσ NP. Θ ςθμαςία τθσ 

κλάςθσ αυτισ ζγκειται ςτο γεγονόσ ότι αν ανακαλυφκεί ζνασ αλγόρικμοσ πολυωνυμικισ 

πολυπλοκότθτασ Ο(nk) που να επιλφει ζνα πρόβλθμα  NP-hard, τότε όλα τα προβλιματα 

NP κα επιλφονται ςε πολυωνυμικό χρόνο.  

Αν ζχουμε δφο προβλιματα απόφαςθσ Α και Β, το πρόβλθμα Α περιορίηει το πρόβλθμα Β 

αν και μόνο αν υπάρχει  ζνασ τρόποσ ϊςτε να επιλυκεί το Α από προςδιοριςτικό 

αλγόρικμο ςε πολυωνυμικό χρόνο χρθςιμοποιϊντασ ζναν προςδιοριςτικό αλγόρικμο 

που επιλφει το Β.  

Αν ζνα πρόβλθμα ανικει ςτθν κλάςθ NP-hard και ταυτόχρονα και ςτθν κλάςθ NP, τότε 

κεωρείται ότι ανικει ςτθν κλάςθ NP-complete. Οι ςχζςεισ που υπάρχουν μεταξφ των 

διαφόρων κλάςεων προβλθμάτων φαίνονται ςτο ΢χιμα 16. 

Κάποια χαρακτθριςτικά προβλιματα τθσ κλάςθσ NP-hard είναι το πρόβλθμα 

ακροίςματοσ υποςυνόλων(Subset sum problem) και το πρόβλθμα του πλανόδιου 

πωλθτι(Travelling salesman problem) που ανικουν επίςθσ και ςτθν κλάςθ NP-complete. 

Ζνα ακόμθ γνωςτό πρόβλθμα τθσ NP-hard είναι το πρόβλθμα τερματιςμοφ(halting 

problem). 
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Σχιμα 16: Οι Κλάςεισ NP-complete και NP-hard ςχθματικά 

 

 

 

6.4.2 Σο ερώτημα P=NP? 

Ζνα βαςικό ερϊτθμα που απαςχολεί τθν επιςτιμθ των υπολογιςτϊν είναι αν  το P ίςο με 

το NP, δθλαδι αν P ⊂ NP. Σο ηιτθμα αυτό δεν ζχει αποδειχτεί μζχρι ςιμερα. Ενϊ είναι 

γνωςτά τα προβλιματα τθσ κλάςθσ NP δεν μπορεί να αποδειχκεί ότι δεν μπορεί να 

βρεκοφν κάποιοι καλφτεροι αλγόρικμοι για αυτά τα προβλιματα ϊςτε να ανικουν ςτθν 

κλάςθ P. Σο ερϊτθμα λοιπόν είναι αν όντωσ υπάρχουν προβλιματα τα οποία είναι 

εφκολο να ελεγχκοφν αλλά πρακτικά αδφνατο να λυκοφν με άμεςεσ αλγορικμικζσ 

διαδικαςίεσ.   

Σο πρόβλθμα «Ρ versus NP» όπωσ είναι γνωςτό ςτθν επιςτθμονικι κοινότθτα, είναι 

κεμελιϊδεσ για τθν αςφάλεια των υπολογιςτϊν, κακϊσ θ απόδειξθ του ηθτιματοσ P=NP 

κα καταρρίψει τθν ζννοια τθσ κρυπτογραφίασ.   
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