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Πξόινγνο 

 

Ζ παξνύζα δηπισκαηηθή εξγαζία έρεη ζέκα ηελ «Γξαθηθή Απεηθόληζε 
Μεζόδσλ Αξηζκεηηθήο Οινθιήξσζεο». 

Μεηά ηελ νινθιήξσζε ηεο εξγαζίαο αηζζάλνκαη ηελ αλάγθε λα επραξηζηήζσ 
ηνλ θ. Κσλζηαληίλν Γνπιηάλα, Δπίθνπξν Καζεγεηή, ν νπνίνο κνπ αλέζεζε ηελ 
εθπόλεζε ηεο, θαζώο θαη γηα ηελ θαζνδήγεζε θαη ηηο ρξήζηκεο ππνδείμεηο ηνπ 
ζε όια ηα ζηάδηα. 

Σέινο, ζα ήζεια λα επραξηζηήζσ ηνπο γνλείο κνπ γηα ηελ ζηήξημε ηνπο θαηά 
ηελ εθπόλεζε ηεο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο. 
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Πεξίιεςε 

 

ηελ παξνύζα εξγαζία κε ζέκα : «Γξαθηθή Απεηθόληζε Μεζόδσλ Αξηζκεηηθήο 
Οινθιήξσζεο», γίλεηαη κία απόπεηξα παξνπζίαζεο ηνπ ρξεζίκνπ ζηα 
Τπνινγηζηηθά Μαζεκαηηθά θεθαιαίνπ ηεο Αξηζκεηηθήο Οινθιήξσζεο 
πλάξηεζεο. 

Αλ θαη ην ζέκα ππαγνξεύεη ηελ παξνπζίαζε ησλ Γξαθηθώλ Μεζόδσλ, κε ηηο 
νπνίεο θαηά θύξην ιόγν αζρνιεζήθακε, δελ παξαιείπνπκε ζηελ αξρή ηελ 
παξνπζίαζε θάπνησλ ηζηνξηθώλ ζηνηρείσλ, όπσο θαη ηνπ ζεσξεηηθνύ 
ζρεηηθνύ κέξνπο. 

Γίλεηαη αλαθνξά ζηηο κεζόδνπο νινθιήξσζεο :  

 Αλαιπηηθή, 

 Αζξνίζκαηα Riemann 

 Σξαπεδνεηδήο κέζνδνο θαη 

 Αζξνίζκαηα κε ηηο κεζόδνπο παξεκβνιώλ Simpson. 

Γηα ηηο κεζόδνπο απηέο, εθηόο ηεο Αλαιπηηθήο, γίλεηαη ππνινγηζκόο ηεο 
αλακελόκελεο πξνζεγγηζηηθήο ηηκήο, όπσο θαη ηνπ αλακελόκελνπ ιάζνπο. 

Δηδηθά γηα ηηο πεξηπηώζεηο ησλ παξεκβνιώλ Simpson, γίλεηαη θαη ε 
παξνπζίαζε ηεο κεζόδνπ παξεκβνιήο ζπκπησηηθνύ πνιπσλύκνπ κε ηελ 
κέζνδν ηνπ Lagrange. 

Μεγάιν βάξνο δόζεθε ζην πξαθηηθό ζθέινο ηεο εξγαζίαο, δειαδή ζηελ 
αλάπηπμε ηεο εθαξκνγήο, ε νπνία επηιύεη ην πξόβιεκα ηεο Αξηζκεηηθήο 
Οινθιήξσζεο θαη ην παξηζηάλεη γξαθηθά, γηα θάζε κία από ηηο αλσηέξσ 
αλαθεξόκελεο κεζόδνπο. 

Με ρξήζε ελόο εμαηξεηηθνύ ApplicationProgrammingInterface, κίαο πξνζζήθεο δειαδή 
κε όλνκα canvas, πνπ ππνζηεξίδεηαη από ηελ HTML5, επέηπρα ηελ αλάπηπμε 
κηαο εθαξκνγήο ηθαλήο λα παξνπζηάζεη κε επθνιία ηελ δεηνύκελε Γξαθηθή 
Απεηθόληζε ησλ Μεζόδσλ Αξηζκεηηθήο Οινθιήξσζεο. 

Ο ρεηξηζηήο ηεο εθαξκνγήο κπνξεί : 

 λα επηιέμεη ζπλάξηεζε πξνο νινθιήξσζε από κία ιίζηα κε έηνηκεο 
ζπλαξηήζεηο ή λα ζπληάμεη έλα ηύπν δηθήο ηνπ επηινγήο, 

 λα νξίζεη άθξα νινθιήξσζεο, αξρηθά κε πιεθηξνιόγεζε θαη ζε 
επόκελν ζηάδην κε δπλακηθό ηξόπν πάλσ ζηελ γξαθηθή παξάζηαζε, 

 λα νξίζεη ην πιήζνο ησλ ππνδηαηξέζεσλ, πνπ επηζπκεί θαη λα 
πξνζεγγίζεη ην απνηέιεζκα κε αθξίβεηα ηεο αξεζθείαο ηνπ, 

 λα επηιέμεη ηελ δεθαδηθή ή θιαζκαηηθή κνξθή ησλ αξηζκεηηθώλ 
απνηειεζκάησλ, 

 λα επηιέμεη ηελ ελέξγεηα πνπ ζα εθηειεζηεί, αλάκεζα ζηηο : Γξαθηθή 
Παξάζηαζε, Αξηζηεξό Άζξνηζκα Riemann, Γεμί Άζξνηζκα Riemann, 
Σξαπεδνεηδήο θαλόλαο, θαλόλαο Simpson ηνπ 1/3, θαλόλαο Simpson 
ησλ 3/8 θαη εκθάληζε κόλν ηνπ Οινθιεξώκαηνο. 

Αθόκε κπνξεί ν ρεηξηζηήο λα πεξηεγεζεί ζε θαηαγεγξακκέλν «Ηζηνξηθό» ηεο 
δξάζεο ηνπ, θαηά ηελ δηάξθεηα ρξήζεο ηεο εθαξκνγήο. 
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Όια ηα αλσηέξσ εθαξκόδνληαη αθώιπηα γηα ηύπνπο ζπλαξηήζεσλ, πνπ έρνπλ 
ην θιεηζηό δηάζηεκα ησλ άθξσλ νινθιήξσζεο ππνζύλνιν ηνπ πεδίν νξηζκνύ 
ησλ. ε πεξίπησζε πνπ ην θιεηζηό δηάζηεκα ησλ άθξσλ νινθιήξσζεο 
πεξηέρεη ζεκείν, ζην νπνίν ε ζπλάξηεζε δελ νξίδεηαη, ηόηε ε εθαξκνγή δελ 
αληηδξά. Δθηηκώ πσο νη ρεηξηζηέο ηεο εθαξκνγήο ζα κείλνπλ απόιπηα 
ηθαλνπνηεκέλνη από ηα απνηειέζκαηά ηεο θαζώο θαη ηελ επθνιία ηνπ 
ρεηξηζκνύ ηεο. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 1
ν
  

Δηζαγσγή 
 

Ιζηνξηθή Αλαδξνκή 

Ζ νινθιήξσζε είλαη ζηνηρεηώδεο έλλνηα ησλ πξνρσξεκέλσλ καζεκαηηθώλ, 
εηδηθά ζηα πεδία ηνπ απεηξνζηηθνύ ινγηζκνύ θαη ηεο καζεκαηηθήο αλάιπζεο. 

Οη αξρέο ηεο νινθιήξσζεο δηαηππώζεθαλ από ηνλ Ηζαάθ Νεύησλα (Isaac 
Newton) θαη ηνλ Γθόηθξηλη Βίιρεικ Λάηκπληηο (Gottfried Wilhelm Leibniz) ζην 
ηέινο ηνπ 17νπ αηώλα. Μέζα από ην ζεκειηώδεο ζεώξεκα ηνπ απεηξνζηηθνύ 
ινγηζκνύ, πνπ αλέπηπμαλ αλεμάξηεηα ν έλαο από ηνλ άιινλ, ε νινθιήξσζε 
ζπλδέεηαη κε ηελ παξαγώγηζε θαη ην Οπιζμένο Ολοκλήπωμα κηαο 
ζπλάξηεζεο, κπνξεί εύθνια λα ππνινγηζηεί κόιηο γίλεη γλσζηή ε 
αληηπαξάγσγνο. 

Σα νινθιεξώκαηα θαη νη παξάγσγνη έγηλαλ ηα βαζηθά εξγαιεία ηνπ 
απεηξνζηηθνύ ινγηζκνύ, κε πνιπάξηζκεο εθαξκνγέο ζηελ επηζηήκε θαη ηε 
κεραληθή. 

Έλαο απζηεξόο καζεκαηηθόο νξηζκόο ηνπ νινθιεξώκαηνο δόζεθε από ηνλ 
Μπέξλαξλη Ρίκαλ (Bernhard Riemann). Βαζίδεηαη ζε έλα όξην πνπ 
πξνζεγγίδεη ην κέγεζνο ηεο έθηαζεο (εκβαδό) ηελ νπνία θαηαιακβάλεη κηα 
θακππιόγξακκε πεξηνρή. Απηό ην πέηπρε κε έλαλ ηεκαρηζκό ηεο πεξηνρήο ζε 
θαηαθόξπθεο ισξίδεο κηθξνύ πιάηνπο. 

Σνλ 19ν αηώλα άξρηζαλ λα εκθαλίδνληαη πην εμειηγκέλεο έλλνηεο ηνπ 
νινθιεξώκαηνο, όπνπ ν ηύπνο ηεο ζπλάξηεζεο όπσο θαη ην πεδίν νξηζκνύ 
ηεο νινθιήξσζεο έρνπλ γεληθεπζεί. 

Γεληθεπκέλε πεξίπησζε απνηειεί ην επηθακπύιην νινθιήξσκα, πνπ νξίδεηαη 
γηα ζπλαξηήζεηο δύν ή ηξηώλ κεηαβιεηώλ, θαη ην δηάζηεκα ηεο νινθιήξσζεο 
      αληηθαζίζηαληαη από κηα θακπύιε κεηαμύ δπν ζεκείσλ ηνπ επηπέδνπ ή 
ηνπ ρώξνπ. 

Έρνπκε αθόκε ην επηθαλεηαθό νινθιήξσκα, ζην νπνίν ε παξαπάλσ θακπύιε 
αληηθαζίζηαηαη από κηα επηθάλεηα ζηνλ ηξηζδηάζηαην ρώξν. 

Σα νινθιεξώκαηα δηαθνξηθήο κνξθήο παίδνπλ ζεκειηώδε ξόιν ζηε 
ζύγρξνλε δηαθνξηθή γεσκεηξία. 

Απηέο νη γεληθεύζεηο ηνπ νινθιεξώκαηνο αξρηθά πξνέθπςαλ από ηηο αλάγθεο 
ηεο θπζηθήο, θαη παίδνπλ ζεκαληηθό ξόιν ζηε δηαηύπσζε πνιιώλ θπζηθώλ 
λόκσλ, θπξίσο απηώλ ηεο ειεθηξνδπλακηθήο. 

ύγρξνλεο έλλνηεο ηεο νινθιήξσζεο βαζίδνληαη ζηελ αθεξεκέλε καζεκαηηθή 
ζεσξία γλσζηή σο νινθιήξσζε Λεκπέγθ, πνπ αλαπηύρζεθε από ηνλ Αλξί 
Λεκπέγθ (Henri Léon Lebesgue). 

 

Σν Οξηζκέλν Οινθιήξσκα 

Καηά ηνλ Riemann ε παξαηηζέκελε Εικόνα 1 δίλεη κία επνπηηθή εηθόλα ηεο 
αξηζκεηηθήο αμίαο ηεο έλλνηαο ηνπ Οπιζμένος Ολοκληπώμαηορ. 
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Δηθόλα 1 - Αληηζηνίρεζε Οξηζκέλνπ Οινθιεξώκαηνο θαη εκβαδνύ 

Αλ δνζεί δεκαδή κία ζπλάξηεζε     , κηαο πξαγκαηηθήο κεηαβιεηήο   θαη έλα 

δηάζηεκα       ηνπ άμνλα ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ, ζην νπνίν νξίδεηαη θαη 

είλαη ζπλερήο ε      ηόηε, ην Οπιζμένο Ολοκλήπωμα ∫       
 

 
 αληηζηνηρεί ζην 

εκβαδό ηεο πεξηνρήο ηνπ επηπέδνπ ησλ αμόλσλ     πνπ πεξηθιείεηαη από ην 
γξάθεκα ηεο  , ηνλ άμνλα   θαη ηηο θάζεηεο ζηνλ άμνλα ησλ ηεηκεκέλσλ 
επζείεο κε εμηζώζεηο     θαη    , κε ηελ επηθάλεηα δε πνπ βξίζθεηαη θάησ 

από ηνλ άμνλα ησλ  , λα πξνζκεηξείηαη κε αξλεηηθό πξόζεκν. Ο όξνο 
"νινθιήξσκα" κπνξεί επίζεο λα αλαθέξεηαη ζηελ έλλνηα ηεο αληηπαξαγώγνπ 

ή παξάγνπζαο ζπλάξηεζεο, ε νπνία είλαη κηα ζπλάξηεζε   ηεο νπνίαο ε 
παξάγσγνο είλαη ε αξρηθή  . ' απηή ηελ πεξίπησζε ιέγεηαη θαη Αόπιζηο 
Ολοκλήπωμα, ελώ ηα νινθιεξώκαηα πνπ αλαθέξνληαη ζε απηό ην θείκελν, 
ιέγνληαη Οπιζμένα Ολοκληπώμαηα. 

Ζ αλαδήηεζε επνκέλσο Οπιζμένων Ολοκληπωμάηων αλάγεηαη ζηελ κέηξεζε 
εκβαδώλ επίπεδσλ ρσξίσλ. 

 

Η κέζνδνο ηνπ ρσξηθνύ 

ε αγξνύο κε επζύγξακκα όξηα, ε κέηξεζε ηεο έθηαζεο είλαη γλσζηή ζην 
θαζέλα πνπ έρεη ζηνηρεηώδε εθπαίδεπζε ή εκπεηξία. Δπί παξαδείγκαηη από 
ηπραία θνξπθή θέξλνπκε ηηο δηαγώληνπο πξνο όιεο ηηο κε δηαδνρηθέο θνξπθέο 
θαη αζξνίδνπκε ηα εκβαδά ησλ επηκέξνπο ηξηγώλσλ πνπ πξνθύπηνπλ (σο 

γλσζηόλ : Δηξηγώλνπ = 
     

 
). 

 

Δηθόλα 2 - Τπνινγηζκόο Δκβαδνύ Πνιπγώλνπ 
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ε αγξνύο όκσο κε αθαλόληζηα (κε επζύγξακκα) ζρήκαηα, έλαο δάζθαινο κε 
όλνκα Εεπθηιήο (ζύκθσλα κε πξνθνξηθή αλαθνξά ζπγγεληθνύ κνπ 
πξνζώπνπ) θαηά ηελ δεθαεηία ηνπ 1930 δίδαμε ζηνπο ρσξηθνύο ησλ Βξαζλώλ 
(Θεζζαινλίθεο) ηελ αθόινπζε πξνζεγγηζηηθή κέζνδν : Αλ ε Εικόνα 3 
παξηζηάλεη ην αθαλόληζην κε επζύγξακκν πεξίγξακκα ελόο αγξνύ, ηόηε κε 
ζρνηλί, πνπ ηελησκέλν παξηζηάλεη επζεία, κεηξώ δηαδνρηθά ηηο απνζηάζεηο 

           ησλ νξηαθώλ ζεκείσλ ηνπ θηήκαηνο, κεηαθηλώληαο ην ζρνηλί 
παξάιιεια πξνο ηνλ εαπηό ηνπ ζε απνζηάζεηο κηαο κνλάδαο (1). Μηα ηπραία 
ισξίδα ηνπ θηήκαηνο κπνξνύκε κε πξνζέγγηζε λα ζεσξήζνπκε όηη είλαη 
νξζνγώλην, 

κε δηαζηάζεηο :     ,                 

θαη εκβαδόλ :            ,              . 

    Οπόηε,                   , 

δειαδή πεξίπνπ ίζν κε ην άζξνηζκα ησλ κεθώλ ησλ επζπγξάκκσλ ηκεκάησλ, 
πνπ πξνέθπςαλ κε ηελ εύθνιε δηαδηθαζία ηνπ ηελησκέλνπ ζρνηληνύ, πνπ 
πεξηγξάςακε.  

 

 

Δηθόλα 3 - Παξαδνζηαθή κέζνδνο ππνινγηζκνύ εκβαδνύ 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 2
ν
  

Δηζαγσγή ζηελ ζεσξία πξνζεγγίζεσλ 

Γεληθά 

ην πξόβιεκα ηεο «αλαγλώξηζεο» επηρεηξείηαη ε εύξεζε ηεο ζπλάξηεζεο 
Α ζηε ζρέζε : 

        

όηαλ είλαη γλσζηή ε είζνδνο   θαη ε έμνδνο   γηα έλα πιήζνο δεπγώλ      . 
Οη κέζνδνη, πνπ αμηνπνηνύληαη γηα ηνλ ζθνπό απηό, ζπγθξνηνύλ δύν κε-
γαιύηεξεο θαηεγνξίεο : ηηο κεζόδνπο παξεκβνιήο θαη ηηο κεζόδνπο 
πξνζέγγηζεο. ηελ παξεκβνιή πξνζδηνξίδνληαη ζπλαξηήζεηο πνπ 
ιακβάλνπλ ζπγθεθξηκέλεο ηηκέο ζε πξνθαζνξηζκέλα ζεκεία, γλσζηά εθ 
ησλ πξνηέξσλ. ηελ πξνζέγγηζε κε ζπλαξηήζεηο, πξνζδηνξίδνληαη 
ζπλαξηήζεηο πνπ πεξλνύλ όζν είλαη δπλαηό πην «θνληά» από 
πξνθαζνξηζκέλα ζεκεία.  
πρλά θαηά ηε δηαδηθαζία πεξηγξαθήο ηνλ καζεκαηηθνύ κνληέινπ κηαο 
θπζηθήο θαηάζηαζεο, παξνπζηάδνληαη πνιύπινθεο θαη δύζρξεζηεο 
ζπλαξηήζεηο. Πξόθεηηαη γηα ζπλαξηήζεηο πνπ ε κνξθή ηνπο επηβαξύλεη 
ρξνληθά ηνπο ππνινγηζκνύο ή ζπλαξηήζεηο πνπ δελ παξνπζηάδνπλ 
δηαθνξηζηκόηεηα (ή νινθιεξσζηκόηεηα) ζην πεδίν νξηζκνύ ηνπο. Άιινηε 
πάιη βξηζθόκαζηε αληηκέησπνη κε ζπλαξηήζεηο ησλ νπνίσλ είλαη γλσζηό 
πεπεξαζκέλν πιήζνο ζεκείσλ ηνπ γξαθήκαηνο. ε κεξηθέο πεξηπηώζεηο, 
κπνξεί λα είλαη γλσζηά κεξηθά επηπιένλ ζηνηρεία, όπσο ε θιίζε ηεο 
ζπλάξηεζεο ζε πεπεξαζκέλν πιήζνο ζεκείσλ ηνλ γξαθήκαηνο ή νη ηηκέο 
ηεο δεύηεξεο, ηξίηεο θ.ιπ. παξαγώγνπ ζηα ζεκεία απηά. 

Απηνύ ηνπ είδνπο νη πεξηπηώζεηο κπνξνύλ λα αληηκεησπηζηνύλ, αλ 
αληηθαηαζηήζνπκε ηηο ζπλαξηήζεηο απηέο κε άιιεο πνπ ηηο «κνηάδνπλ», ρσξίο λα 
παξνπζηάδνπλ όκσο ηηο ηδηνκνξθίεο ησλ πξνεγνπκέλσλ. Οη λέεο ζπλαξηήζεηο 
πξνζεγγίδνπλ ηηο παιηέο θαη ε ζρεηηθή ζεσξία πνπ αλαπηύρζεθε νλνκάζηεθε 
Πξνζεγγηζηηθή Θεσξία, ή Θεσξία ησλ Πξνζεγγίζεσλ. 

Από ηηο αξρέο ηνπ 19νπ αηώλα, όηαλ δεκνζηεύηεθαλ ηα πξώηα απνηειέζκαηα 
πνπ εληάζζνληαη ζηε γεληθόηεξε ζεσξία ησλ πξνζεγγίζεσλ, έγηλε αληηιεπηό 
όηη, γηα ηηο εθαξκνζκέλεο επηζηήκεο, έλα λέν καζεκαηηθό εξγαιείν έθαλε ηελ 
εκθάληζή ηνπ. Σν αλππέξβιεην εκπόδην πνπ παξνπζηαδόηαλ ζε πνιιά 
πξνβιήκαηα ηεο Φπζηθήο θαη πνύ νθεηιόηαλ ζηελ παξνπζία πνιύπινθσλ, 
δύζρξεζησλ ή ζπρλά άγλσζησλ ζπλαξηήζεσλ, ζα κπνξνύζε λα μεπεξαζηεί, 
κε ηελ αλαπηπζζόκελε ζεσξία ησλ πξνζεγγίζεσλ. H λέα ζεσξία εμαζθάιηζε 
ηελ ύπαξμε εύρξεζησλ ζπλαξηήζεσλ, όπσο νη πνιπσλπκηθέο, πνπ κπνξνύλ 
λα ππνθαηαζηήζνπλ αξθεηά «πεηζηηθά» ηηο «δύζηξνπεο» ζπλαξηήζεηο. Καη 
κάιηζηα, όπωρ θάλεθε αξγόηεξα, απηό ζα κπνξνύζε λα γίλεη κε δηάθνξνπο 
ηξόπνπο έηζη ώζηε λα κπνξεί θαλείο λα δηαιέμεη ηελ «πεηζηηθόηεξε» 
ζπλάξηεζε θάζε θνξά, δειαδή εθείλε πνπ εθθξάδεη κε ηνλ θαιύηεξν ηξόπν ην 
θπζηθό πξόβιεκα. Μπνξνύκε ινηπόλ λα πνύκε όηη ε ζεσξία πξνζεγγίζεσλ 
αλαπηύζζεη θαη κειεηά κεζόδνπο γηα ηελ πξνζεγγηζηηθή εθηίκεζε κηαο 
δνζκέλεο ζπλάξηεζεο. 

H εκθάληζε ησλ ειεθηξνληθώλ ππνινγηζηώλ, έδσζε αθόκε κεγαιύηεξε έκθαζε 
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ζηε ζεκαζία ησλ εθαξκνγώλ ηεο ζεσξίαο ησλ πξνζεγγίζεσλ. H αιιειεπίδξα-
ζε ειεθηξνληθώλ ππνινγηζηώλ - πξνζεγγηζηηθήο ζεσξίαο, θαίλεηαη παξαθάησ. 

Μηα ζπλάξηεζε i :  I    R, i    R  κπνξεί λα νξίδεηαη κε δηάθνξνπο ηξόπνπο. Γηα 

παξάδεηγκα, αλαθέξνπκε ζπλαξηήζεηο πνύ δίλνληαη, 

i. Με ζρέζεηο ηεο κνξθήο: 
 

a.                        

b.       {
                      

                             
                   

 

 
ii. Με κία ζεηξά, όπσο ε : 

 

          
  

  
 

  

  
   

 
iii. σο ιύζε κηαο δηαθνξηθήο εμίζσζεο 
iv. κε έλαλ αιγόξηζκν, πνπ κπνξεί λα έρεη: 

a. πεπεξαζκέλν πιήζνο βεκάησλ, όπσο 

      

                        

Όπνπ             δνζκέλνη πξαγκαηηθνί αξηζκνί, ή 
b. κε άπεηξν πιήζνο βεκάησλ, π.ρ.  

         
   

   

  όπνπ 

      
   

 
                 

 

 
(   

 

  
)                

 
v. κε έλαλ πίλαθα ηηκώλ ηεο f(x), πνπ αληηζηνηρνύλ ζε κεξηθέο ηηκέο ηνπ ν-

ξίζκαηνο x. Οη ηηκέο απηέο είλαη αθξηβείο αλ έρνπλ πξνέιζεη από ηελ 
ίδηα ηε ζπλάξηεζε, ή λα κελ είλαη αθξηβείο, αλ έρνπλ πξνέιζεη από 
πεηξακαηηθέο παξαηεξήζεηο. 

 

Οη ζπλαξηήζεηο πνπ αλαθέξνληαη ζηα παξαδείγκαηα απηά, δελ 
πξνζθέξνληαη γηα ρξήζε ζε ππνινγηζηηθέο δηαδηθαζίεο. H δπζθνιία 
παξαθάκπηεηαη αλ βξεζεί κηα άιιε ζπλάξηεζε F(x), πνπ έρεη ηηο επηζπκεηέο 
ηδηόηεηεο, θαη ζπγρξόλσο νη ηηκέο ηεο, ζε θάζε ζεκείν ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, 
βξίζθνληαη όζν είλαη δπλαηό πην θνληά ζηηο αληίζηνηρεο ηηκέο ηεο δεδνκέλεο 

ζπλάξηεζεο f(x). Όηαλ ε f(x) είλαη δηαθξηηή, όπσο ζηηο πεξηπηώζεηο πνπ 
πξνθύπηεη από πεηξακαηηθέο κεηξήζεηο, ηόηε ε F(x) πξέπεη λα πιεξνί ηε ζρέζε 

     
      

               

γηα όια ηα k ζεκεία ηνλ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο. H ζπλάξηεζε ηόηε νλνκάδεηαη 
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ζπκπησηηθή ζπλάξηεζε. ε εηδηθέο πεξηπηώζεηο πξνηίκεζεο απινύζηεξσλ 
ζπλαξηήζεσλ, απαηηείηαη ε απόζηαζε 

 

|     
      

|            

 

λα είλαη ε κηθξόηεξε δπλαηή γηα όια ηα ζεκεία x;. Απηνύ ηνπ είδνπο νη ζπλαξ-

ηήζεηο F(x) νλνκάδνληαη πξνζεγγηζηηθέο ζπλαξηήζεηο. 

Αλ ε F(x) είλαη ην άζξνηζκα ησλ n+1 όξσλ ηεο ζεηξάο Taylor γηα ηελ f(x) ζην 
ζεκείν x α, ηόηε ε F(x) ζα πξέπεη λα ζεσξεζεί σο ην πξνζεγγηζηηθό 
πνιπώλπκν ηεο f(x) βαζκνύ n (ή κηθξόηεξνπ) δεδνκέλνπ όηη 

                               

 

Μεξηθέο θνξέο, ηέινο, απαηηείηαη κηα ζπκπησηηθή ζπλάξηεζε λα δέρεηαη ηελ 
ίδηα εθαπηνκέλε ζηα ζεκεία νξηζκνύ ηεο, δειαδή λα ηζρύεη: 

                 γηα όια ηα      

 

Σέηνηνπ είδνπο ζπκπησηηθέο ζπλαξηήζεηο θαινύληαη εθαπηόκελεο 
ζπλαξηήζεηο. 

Οη πιένλ εύρξεζηεο κνξθέο γηα ηελ F(x), είλαη ε πνιπσλπκηθή θαη ε ξεηή, ελώ 
ιηγόηεξν δηαδεδνκέλεο είλαη ε ηξηγσλνκεηξηθή θαη ε εθζεηηθή: Έηζη ε επηινγή 
ησλ πεξηζζόηεξσλ εθαξκνγώλ θαη παξαδεηγκάησλ, έγηλε από ην ρώξν ησλ 
πνιπσλπκηθώλ ζπλαξηήζεσλ. 

Θεσξία πξνζεγγίζεσλ 

H Πξνζεγγηζηηθή Θεσξία είλαη έλαο εθηεηακέλνο ηνκέαο ηεο καζεκαηηθήο επη-
ζηήκεο. Από λσξίο ζπγθέληξσζε ην ελδηαθέξνλ πνιιώλ εξεπλεηώλ. Έηζη ε 
αλάπηπμή ηεο ππήξμε ηαρεία θαη ζύληνκα απνηέιεζε ηνλ αθξνγσληαίν ιίζν ηνπ 
νηθνδνκήκαηνο ηεο Αξηζκεηηθήο Αλάιπζεο. Αθόκα θαη ζήκεξα ε ζεσξία, πνπ 
ζην κεγαιύηεξν κέξνο ηεο απνηειεί ηκήκα ησλ ζεσξεηηθώλ καζεκαηηθώλ, εμα-
θνινπζεί λα αλαπηύζζεηαη κε ακείσηε έληαζε. 

Γηα λα θαηαλνήζνπκε ηνπο ιόγνπο πνπ δηεύξπλαλ ηε δεκνηηθόηεηα ηεο ζεσξίαο 
ησλ Πξνζεγγίζεσλ ζηνλ επηζηεκνληθό θόζκν, ζα πξέπεη λα ηε γλσξίζνπκε ζε 
όιε ηεο ηελ έθηαζε. Δπεηδή όκσο κηα ηέηνηα αλάπηπμε δελ εκπίπηεη ζηνπο 
ζηόρνπο απηήο ηεο εξγαζίαο, ζα παξαζέζνπκε εθείλα ηα ζεκεία, πνπ είλαη 
απαξαίηεηα, γηα ηε κειέηε ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο αλαγλώξηζεο. 

Έλαο από ηνπο ζηόρνπο ηεο πξνζεγγηζηηθήο ζεσξίαο, είλαη λα δηεξεπλεζεί ε 
δπλαηόηεηα πξνζέγγηζεο ζπλαξηήζεσλ, πνπ είλαη ζηνηρεία ελόο ρώξνπ 
απείξνπ δηάζηαζεο (θαηά πξνηίκεζε ηνπ       ), κε άιιεο ζπλαξηήζεηο πνπ 
πξνέξρνληαη από έλα ρώξν πεπεξαζκέλεο δηάζηαζεο. Απηό αθξηβώο ην 
πξόβιεκα ελδηαθέξεη ηελ Αξηζκεηηθή Αλάιπζε. Από ηε ζθνπηά ηεο ηειεπηαίαο 
απαηηνύληαη θάπνηεο ζπλζήθεο πνπ αθνξνύλ ην ρώξν πξνζεγγίζεσλ θαη 
επηηξέπνπλ ηε δηακόξθσζε θαη ηε ρξήζε αξηζκεηηθώλ κεζόδσλ γηα ηελ 
αληηκεηώπηζε ηνπ παξαπάλσ ζεσξεηηθνύ πξνβιήκαηνο. 
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Έλαο ρώξνο δηάζηαζεο    , από όπνπ ζπρλά δαλεηδόκαζηε πξνζεγγηζηηθέο 
ζπλαξηήζεηο, είλαη ν ρώξνο ησλ πνιπσλπκηθώλ ζπλαξηήζεσλ. Οη απιέο 
ηδηόηεηεο ησλ πνιπσλύκσλ θαη ν εύθνινο ρεηξηζκόο ηνπο (δηαθόξηζε, 
νινθιήξσζε θ.ιπ.), θαζηζηνύλ ηηο κεζόδνπο πνπ ρξεζηκνπνηνύλ 
πνιπσλπκηθέο πξνζεγγίζεηο ηδηαίηεξα δεκνθηιείο. Δθηόο όκσο από ηελ 
απιόηεηα θαη ηνλ εύθνιν ρεηξηζκό ηνπο, νη πνιπσλπκηθέο ζπλαξηήζεηο 
πξνζεγγίδνπλ πνιύ «πεηζηηθά» ηηο «δύζηξνπεο» ζπλαξηήζεηο. Παξαηίζεηαη ζηε 
ζπλέρεηα ην θιαζηθό ζεώξεκα ηνπ Weirstrass, πνπ αθνξά ηηο πνιπσλπκηθέο 
πξνζεγγίζεηο. 

 

Θεώξεκα 1 

Θεώξεκα πξνζέγγηζεο ηνπ Weirstrass 

Έζησ            . Σόηε γηα θάζε ε > 0, ππάξρεη έλα πνιπώλπκν      , 
ηέηνην ώζηε 

   
     

|           |    

(Γηα ηελ απόδεημε βιέπε Davis [5], ζει 107). 

 

Αιιά θαη κε πνιπσλπκηθέο ζπλαξηήζεηο κπνξνύλ εμίζνπ θαιά λα πξνζεγγί-
ζνπλ ηηο ζπλαξηήζεηο πνπ ζέινπκε. Γηα παξάδεηγκα αλαθέξεηαη ε θιαζηθή 
ζεσξία Fourier πνπ ρξεζηκνπνηεί ηξηγσλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο σο «πξνζεγγη-
ζηέο». Πάλησο ηνλ αδηαθηινλίθεην ξόιν ζηε ζεσξία πξνζεγγίζεσλ δηαηεξνύλ 
νη πνιπσλπκηθέο ζπλαξηήζεηο. Γηα ην ιόγν απηό ζα αζρνιεζνύκε ηδηαίηεξα καδί 
ηνπο. 

Γεκηνπξγία θακππιώλ από δεδνκέλα 

ηελ επηζηήκε ηνπ κεραληθνύ ζπρλά αλαθύεηαη ε αλάγθε κνληεινπνίεζεο ελόο 
θπζηθνύ θαηλόκελνπ. Με ηε κνληεινπνίεζε επηηπγράλεηαη ε καζεκαηηθή πεξη-
γξαθή ηνπ θαηλόκελνπ, έηζη ώζηε ζηε ζπλέρεηα λα κειεηεζεί ε κειινληηθή ζπ-
κπεξηθνξά (εμέιημε) θαη λα πξνβιεθζνύλ αζηνρίεο ηνπ ζπζηήκαηνο. Δλίνηε 
αλαδεηνύληαη θαη ηηκέο ηνπ θαηλνκέλνπ πνπ δελ παξαηεξήζεθαλ ζε παξεκβαι-
ιόκελνπο (ησλ παξαηεξεζέλησλ) ρξόλνπο. H δηαδηθαζία ηεο καζεκαηηθήο 
κνληεινπνίεζεο θαη ηεο εθαξκνγήο απηήο ζε ειεθηξνληθνύο ππνινγηζηέο 
απνηειεί απηό πνπ είλαη γλσζηό σο πξνζνκνίσζε. Γηα λα νδεγεζνύκε ζηε 
καζεκαηηθή κνληεινπνίεζε, ρξεηάδεηαη λα παξαηεξήζνπκε ην θπζηθό 
θαηλόκελν θαη λα θαηαγξάςνπκε πεηξακαηηθά δεδνκέλα θαη απνηειέζκαηα πνπ 

εθθξάδνπλ ζεκεία ζε έλα n-δηάζηαην ρώξν. Σειηθά θαηαιήγνπκε ζην 
πξόβιεκα αλαπαξάζηαζεο κηαο ζπλάξηεζεο όηαλ είλαη γλσζηά κόλν κεξηθά 
ζεκεία ηεο γξαθηθήο ηεο παξάζηαζεο. 

Γηα λα απινπζηεπηεί ε δηαδηθαζία αο ζεσξήζνπκε ζεκεία πνπ έρνπλ πξνθύςεη 

από πεηξακαηηθέο παξαηεξήζεηο ζε 2-δηάζηαην ρώξν. Αλαδεηνύκε κηα νκαιή 
θακπύιε πνπ δηέξρεηαη από απηά ηα ζεκεία έηζη ώζηε απηή λα απνηειεί γξαθη-
θή αλαπαξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο. Έπεηηα κπνξνύκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε 
ηε ζπλάξηεζε πνπ νξίδεη ηελ θακπύιε, έηζη ώζηε λα ππνινγίζνπκε ηηο ηηκέο 
ησλ ζεκείσλ πνπ βξίζθνληαη κεηαμύ ησλ γλσζηώλ ζεκείσλ. Σν γεγνλόο απηό 
είλαη ζεκαληηθό ζε πνιιέο εθαξκνγέο, όπσο ε πξνζνκνίσζε θπζηθώλ 
ζπζηεκάησλ κέζσ ππνινγηζηή. 
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Παξαθάησ δίλεηαη έλα ζύλνιν ζεκείσλ: 

 

x 0.0 0.40 0.80 1.20 1.60 2.00 2.40 2.80 3.20 3.60 4.00 

y 0.5 0.52 0.66 0.93 1.03 1.01 0.99 0.97 0.95 0.93 0.92 

 

Σν Σσήμα 1 δείρλεη ηελ πξνζέγγηζε ησλ ζεκείσλ απηώλ από ηελ θακπύιε ελόο 

πνιπσλύκνπ 6νπ βαζκνύ :                                          
                                                                          
by GraphMatica. 

 

 

ρήκα 1 - Πξνζέγγηζε ζεκείσλ από θακπύιε 6νπ βαζκνύ 

 

Παξαηεξνύκε όηη θάπνηα ζεκεία απνθιίλνπλ αξθεηά από ηελ θακπύιε. Ο βαζ-
κόο θαη ην είδνο ησλ πνιπσλύκσλ θαζνξίδνπλ ην πόζν θνληά ε θακπύιε πεξ-
λάεη από ηα δνζέληα ζεκεία. 

Παξαθάησ ζα κειεηεζεί ην πξόβιεκα ηεο παξεκβνιήο. Απηό έρεη σο εμήο : Γί-
λεηαη έλαο πίλαθαο κε θάπνηεο από ηηο ηηκέο κηαο ζπλάξηεζεο, από έλα ζύλνιν 
ζεκείσλ, ηα νπνία ζπλήζσο ηζαπέρνπλ κεηαμύ ηνπο, βάζεη ησλ νπνίσλ 
πξνζπαζνύκε λα θαζνξίζνπκε ηηο ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο ζε θάπνηα 
παξεκβαιιόκελα ζηα δνζέληα ζεκεία. 

Σν δεύηεξν πξόβιεκα πξνθύπηεη από ηελ αλάγθε γηα ππνινγηζκό 
ζπλαξηήζεσλ (εθζεηηθώλ, ινγαξηζκηθώλ, ηξηγσλνκεηξηθώλ θ.ά.) από 
ππνινγηζηή. Ωο γλσζηόλ ν ππνινγηζηήο θάλεη κόλν απιέο αξηζκεηηθέο 
πξάμεηο, νπόηε είλαη αλάγθε λα βξεζνύλ θαηάιιειεο πνιπσλπκηθέο 
πξνζεγγίζεηο ησλ επηζπκεηώλ ζπλαξηήζεσλ. 

Σν ηξίην πξόβιεκα είλαη απηό ηνπ θαζνξηζκνύ ηεο θαιύηεξεο θακπύιεο πνπ 
πεξλάεη από έλα ζύλνιν πεηξακαηηθά κεηξνύκελσλ ηηκώλ (πνπ ζπλήζσο 
πεξηέρνπλ θαη ζόξπβν). 

ρεηηθό κε ηα παξαπάλσ είλαη θαη ην πξόβιεκα ηεο αξηζκεηηθήο 
νινθιήξσζεο, θαηά ηελ νπνία ε ζπλάξηεζε πξνο νινθιήξσζε αληηθαζίζηαηαη 
από έλα πνιπώλπκν παξεκβνιήο. 

http://www8.pair.com/ksoft/
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Παξεκβνιή 

Τπνζέηνπκε όηη έρνπκε έλα ζύλνιν από n ζεκεία {  } θαη ην αληίζηνηρν 
ζύλνιν {   } ησλ ηηκώλ κηαο ζπλάξηεζεο γηα k            όπνπ 1    . 
Έλαο ηξόπνο πξνζέγγηζεο ηεο      είλαη λα ελώζνπκε κε επζύγξακκα 
ηκήκαηα ην ζεκείν            κε ην                γηα θάζε k, όπσο θαίλεηαη 
ζην Σσήμα 2. 

 

 

ρήκα 2 - Γηαθνξά πξνζέγγηζεο ζεκείσλ από επζύγξακκα ηκήκαηα θαη παξεκβνιή 

 

Δλώλνπκε ηα δηαδνρηθά ζεκεία κε έλα ζύλνιν γξακκηθώλ ζπλαξηήζεσλ ώζηε 
λα ζρεκαηίδεηαη κηα ζπλερήο ζπλάξηεζε. Ζ ζπλάξηεζε από ηελ νπνία 
πξνήιζαλ ηα ζεκεία ήηαλ νκαιή, ζε αληίζεζε κε ηελ παξαπάλσ γξαθηθή 
παξάζηαζε ε νπνία είλαη κελ ζπλερήο αιιά έρεη αζπλερή παξάγσγν 
(εκθαλώο ε εθαπηνκέλε ηεο θακπύιεο ζε έλα ηνπιάρηζηνλ ζεκείν ηεο είλαη 
από δύν δηαθνξεηηθέο επζείεο, δεμηά θαη αξηζηεξά ηνπ ζεκείνπ). Σν γεγνλόο 
απηό δείρλεη όηη δελ έρεη πξνζεγγηζηεί ζσζηά ε ζπλάξηεζε. 

 

Θεώξεκα 2 

Γνζέλησλ     ζεκείσλ        , θαλέλα από ηα νπνία δελ ηαπηίδεηαη κε έηεξν 

ζεκείν ηεο νκάδαο απηήο, ππάξρεη έλα πνιπώλπκν βαζκνύ ην πνιύ n-νζηνύ 
βαζκνύ κε ηελ ηδηόηεηα: 

                    

 

Σν ζεώξεκα κνλαδηθόηεηαο ηεο ιύζεο εμαζθαιίδεη όηη ηέηνην πνιπώλπκν p 
ππάξρεη θαη είλαη κνλαδηθό. ε απζηεξή καζεκαηηθή δηαηύπσζε, ην ζεώξεκα 
εθθξάδεηαη σο αθνινύζσο: 
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Θεώξεκα 3 

Γνζέλησλ     παξεκβνιηθώλ θόκβσλ     , ε πνιπσλπκηθή παξεκβνιή 
νξίδεη κηα γξακκηθή έλα πξνο έλα απεηθόληζε 

            

Όπνπ    ην ζύλνιν όισλ ησλ δπλαηώλ n-άδσλ θόκβσλ ηνπ επηπέδνπ θαη    

ν ρώξνο ησλ πνιπσλύκσλ   βαζκνύ. 

 

Πνιπσλπκηθή παξεκβνιή θαη πξόβιεςε κε πεπεξαζκέλεο δηαθνξέο 

Πνιπσλπκηθή Παξεκβνιή (Polynomial Interpolation) είλαη ε δηαδηθαζία πνπ 
νδεγεί ζηελ εύξεζε παξεκβαιιόκελεο ηηκήο ζε έλα πίλαθα ηηκώλ. H ηηκή απηή 
πξνθύπηεη κε ηε βνήζεηα πνιπσλύκνπ πνπ ιακβάλεη πξνθαζνξηζκέλεο ηηκέο 
(ηνπ πίλαθα) ζε έλα ζύλνιν ηζαπερόλησλ ή θαη κε ηζαπερόλησλ κεηαμύ ηνπο 

νξηζκάησλ. Πξόθεηηαη ινηπόλ γηα ηελ κέζσ ηεο εθηίκεζεο ηνπ      εύξεζε ηεο 
ηηκήο ηνπ ζην παξεκβαιιόκελν ζεκείν. 

ηελ πεξίπησζε όπνπ δίδεηαη κηα παξεκβιεζείζα ηηκή    θαη δεηείηαη ε εθηίκε-
ζε ηνπ αληίζηνηρνπ νξίζκαηνο   , ηόηε έρνπκε ηελ δηαδηθαζία ηεο Αληίζηξνθεο 
Παξεκβνιήο. 

Πξόβιεςε (Extrapolation) είλαη ε δηαδηθαζία εθηίκεζεο ηεο      γηα έλα 
όξηζκα  , πνπ βξίζθεηαη εθηόο ηνπ δηαζηήκαηνο ησλ δνζέλησλ νξηζκάησλ. 

H Παξεκβνιή επηηπγράλεηαη κε δηάθνξνπο ηξόπνπο. Μηα δηαδεδνκέλε δηαδηθα-
ζία είλαη εθείλε ηεο ρξήζεο Πεπεξαζκέλσλ Γηαθνξώλ. Ωο εθ ηνύηνπ είλαη δπ-
λαηόλ λα πξνθύςνπλ δηάθνξεο κέζνδνη, αλαιόγσο ηνπ ηύπνπ Πεπεξαζκέλσλ 
Γηαθνξώλ πνπ ρξεζηκνπνηείηαη θάζε θνξά, όπσο ε κέζνδνο Newton πξνο ηα 
εκπξόο, Newton πξνο ηα πίζσ, νη ηύπνη θεληξηθώλ δηαθνξώλ Stirling, Bessel, 
Everett, θ.ιπ. Πξνθεηκέλνπ λα πξνθύςνπλ παξεκβνιηθά πνιπώλπκα, ρξε-
ζηκνπνηείηαη επξέσο ε κέζνδνο ηνπ Lagrange. 
 

Παξεκβνιή – παξεκβνιηθό πνιπώλπκν 

H πεξηζζόηεξν γλσζηή – εθαξκνδόκελε κέζνδνο είλαη απηή ηεο πνιπσλπκηθήο 

παξεκβνιήο. Με απηήλ ηε κέζνδν πξνζδηνξίδεηαη έλα πνιπώλπκν      , πνπ 
δέρεηαη έλα πεπεξαζκέλν ζύλνιν δηαθεθξηκέλσλ ηηκώλ, ζε ζπγθεθξηκέλα 

ηζάξηζκα ζεκεία   ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηνπ. Ηδηαίηεξε ζεκαζία απνθηά ε 

κέζνδνο ζε πεξηπηώζεηο όπνπ έλα ζύλνιν δηαηεηαγκέλσλ δεπγώλ (        ) 

έρεη πξνθύςεη από πεηξακαηηθέο κεηξήζεηο ελόο ειεθηξηθνύ (ή άιινπ) νξγάλνπ. 
Ο «λόκνο» πνπ εθθξάδεη ηε ιεηηνπξγία ηνπ νξγάλνπ είλαη κηα ζπλάξηεζε ηεο 

νπνίαο ην γξάθεκα πεξηιακβάλεη ηα ζεκεία (        ). H ζπλάξηεζε απηή ζα 

πξνζεγγηζηεί κε έλα παξεκβνιηθό πνιπώλπκν ηνπ νπνίνπ ην γξάθεκα 
πεξηιακβάλεη ηα ίδηα ζεκεία. 

Σν γεληθό πξόβιεκα ηεο παξεκβνιήο κπνξεί λα ηεζεί σο εμήο: 

'Δζησ   έλαο ρώξνο κε          θαη            δεδνκέλα γξακκηθά 
ζπλαξηεζηαθά ζηνλ  . Να βξεζεί έλα φi   Χ ηέηνην ώζηε: 

 

                   (3) 
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Όπνπ    είλαη δεδνκέλεο ηηκέο. 

 

Θεώξεκα 4 

Αλ           , ηόηε          . 

Σν ζεώξεκα 4 ζεκαίλεη όηη ζε έλα  -δηάζηαην ρώξν, θάζε γξακκηθό 
ζπλαξηεζηαθό κπνξεί λα εθθξαζηεί σο γξακκηθόο ζπλδπαζκόο   γξακκηθώο 
αλεμαξηήησλ ζπλαξηεζηαθώλ. 

 

Θεώξεκα 5 

Έζησ   έλαο  -δηάζηαηνο ρώξνο θαη              γξακκηθά αλεμάξηεηα. 

Θα ιέκε όηη               είλαη γξακκηθά αλεμάξηεηα αλ θαη κόλν αλ: 

          |
         

   
         

|     

 

Θεώξεκα 6 

Έζησ         . Θα ιέκε όηη ην πξόβιεκα παξεκβνιήο (ζρέζε 3) έρεη 

κνλαδηθή ιύζε, αλ θαη κόλν εάλ ηα    είλαη γξακκηθά αλεμάξηεηα ζην   . 

 

Παξεκβνιή Lagrange 

Όπσο θαίλεηαη ζηηο ηξεηο πξώηεο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηνπ Σσήμαηορ 3, ηα 

ζεκεία πνπ θαζνξίδνπλ ην βαζκό ηνπ πνιπσλύκνπ είλαη αληίζηνηρα 1νπ, 2νπ θαη 

3νπ βαζκνύ. Οη πεξηπηώζεηο απηέο εθθξάδνπλ κε παξαζηαηηθό ηξόπν ην Θεώ-

ξεκα 3. ηελ ηειεπηαία παξάζηαζε είλαη πξνθαλέο όηη νη πέληε θόκβνη 

βξίζθνληαη επάλσ ζε πνιπώλπκν 3νπ βαζκνύ. 

 

ρήκα 3 - Γξαθηθέο Παξαζηάζεηο Παξεκβνιώλ 1
νπ

, 2
νπ

 θαη 3
νπ

 βαζκνύ 
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Σν ζπκπησκαηηθό πνιπώλπκν ηνπ Lagrange είλαη έλα πνιπώλπκν βαζκνύ n-1 
ην νπνίν πεξλά από ηα n ζεκεία,                             . Σν 
ζπκπησηηθό πνιπώλπκν ηνπ Lagrange δίδεηαη από ηελ ζρέζε: 

 

     ∑       
                (4) 

Όπνπ 

        ∏
    

     

 

   
   

 

Αλαιπηηθά ην ζπκπησηηθό πνιπώλπκν ηνπ Lagrange δίλεηαη από ηελ, 

     
                   

                      
   

                   

                      
   

   
                     

                        
   

Ο ηύπνο απηόο δεκνζηεύηεθε γηα πξώηε θνξά από ηνλ Waring (1779), 
αλαθαιύθζεθε εθ λένπ από ηνλ Euler ην 1783, θαη δεκνζηεύηεθε από ηνλ 
Lagrange ην 1795 (Jeffreys and Jeffreys 1988). 

Σα ζπκπησηηθά πνιπώλπκα ηνπ Lagrange πεξηέρνληαη ζην παθέην ινγηζκηθνύ 
Mathematica ζηελ πεξηνρή ησλ παξεκβνιηθώλ πνιπσλύκσλ. Δίλαη ηδηαηηέξσο 
ρξήζηκα ζε πιεζώξα πξνβιεκάησλ, όπσο γηα παξάδεηγκα ζηελ θαηαζθεπή 
ησλ ηύπσλ Newton-Cotes γηα ηνλ πξνζεγγηζηηθό ππνινγηζκό ηεο ηηκήο ησλ 
Οπιζμένων Ολοκληπωμάηων. 

Γηα     ζεκεία, 

 

     
            

              
   

            

              
   

            

              
   

      
        

              
   

        

              
   

        

              
   

 

Αο ζεκεησζεί όηη ε ζπλάξηεζε      δηέξρεηαη από ηα ζεκεία        , όπσο 
θαίλεηαη αλαιπηηθά ζηηο ηξεηο ζρέζεηο πνπ αθνινπζνύλ :  
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Απηή ε παξαηήξεζε ζα ειεγρζεί θαη πεηξακαηηθά ζηελ ελόηεηα : «Απινπνίεζε 
ζπκπησηηθήο παξεκβνιήο ζηελ Mathematica» ηνπ 6νπ Κεθαιαίνπ ηεο 
παξνύζεο. 

Γεληθά γηα πιήζνο   ζεκείσλ ηζρύεη :   

 

 (  )  ∑   (  )

 

   

 ∑      

 

   

    

Γηα ηα ζπκπησηηθά πνιπώλπκα Lagrange δελ ππάξρεη εθηίκεζε ζθάικαηνο. 
Μηα απνδεθηή απεπζείαο κέζνδνο ππνινγηζκνύ ησλ ζθαικάησλ πξνζέγγηζεο 
είλαη ν αιγόξηζκνο ηνπ Neville. 

 

Καηά ηκήκαηα πνιπσλπκηθέο πξνζεγγίζεηο θαη Splines 

Όπσο είδακε κέρξη ηώξα, όηαλ δίλνληαη   ζεκεία κηαο ζπλάξηεζεο     , 
κπνξνύκε λα ηελ πξνζεγγηζνπκε κε έλα πνιπώλπκν βαζκνύ     . Γηα 
δηάθνξνπο ιόγνπο πξνηηκνύκε, πνιιέο θνξέο, λα πξνζεγγίζνπκε ηελ      κε 
πνιπώλπκα πνπ είλαη πξαθηηθόηεξα, πνπ ν βαζκόο ηνπο, δειαδή, είλαη ζε έλα 
επηζπκεηά ρακειό επίπεδν. ’ απηέο ηηο πεξηπηώζεηο θαηαθεύγνπκε ζηελ 
ηερληθή ηεο θαηά ηκήκαηα πνιπσλπκηθήο πξνζέγγηζεο. 

Έζησ       έλα πεπεξαζκέλν δηάζηεκα θαη έζησ ν δηακειηζκόο   ηνπ       
κε ηα ζεκεία               . Γηα επθνιία ζηνπο ππνινγηζκνύο, ζα 
ζεσξήζνπκε όηη            θαη          , δειαδή ηα νξίζκαηα είλαη 
κεηαμύ ηνπο ηζαπέρνληα. 

 

Οξηζκόο 1 

Μηα ζπλάξηεζε ιέγεηαη θαηά ηκήκαηα πνιπσλπκηθή βαζκνύ   ζηνλ 
δηακειηζκό  , αλ ζε θάζε ππνδηάζηεκα                        απηή είλαη 
  βαζκνύ πνιπώλπκν. Έηζη κηα ηεζιαζκέλε γξακκή είλαη θαηά ηκήκαηα 

πνιπσλπκηθή βαζκνύ  . 

 

Οξηζκόο 2 

Έλα θαηά ηκήκαηα πνιπώλπκν   βαζκνύ πνπ έρεη ζπλερείο πξαγώγνπο κέρξη 
θαη     ηάμεο, ζα θαιείηαη Spline βαζκνύ  . 

Γηα ηελ πεξίπησζε     έρνπκε ην αθόινπζν νξηζκό. 

 

Οξηζκόο 3 
 

Έζησ                ζύλνιν νξηζκάησλ ζην δηάζηεκα       θαη 

έζησ νη ηηκέο              ηεο ζπλάξηεζεο   ζηα νξίζκαηα απηά. Μηα 
ζπλάξηεζε      νλνκάδεηαη θπβηθή παξεκβνιηθή Spline, αλ ηζρύνπλ: 

i.                     

ii.                 
iii. ε θάζε ππνδηάζηεκα            ,ε      είλαη πνιπώλπκν βαζκνύ    
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 3
ν
  

Καλόλεο Αξηζκεηηθήο Οινθιήξσζεο 

 

Αξηζκεηηθή Οινθιήξσζε 

Οη αξηζκεηηθέο κέζνδνη πνπ αθνινπζνύκε γηα ηελ νινθιήξσζε, όπσο θαη 
ζηελ πεξίπησζε δηαθόξηζεο, καο παξνπζηάδνληαη είηε όηαλ έρνπκε 
ζπλαξηήζεηο γηα ηηο νπνίεο δελ γλσξίδνπκε ην αλαιπηηθό απνηέιεζκα, είηε 
όηαλ έρνπκε λα θάλνπκε κε δηαθξηηά ζύλνια δεδνκέλσλ. Καηαθεύγνπκε ζηηο 
κεζόδνπο αξηζκεηηθήο νινθιήξσζεο, αθνύ είλαη πνιύ πην πηζαλό λα έρνπκε 
αδπλακία ππνινγηζκνύ ελόο αγλώζηνπ νινθιεξώκαηνο παξά κηαο άγλσζηεο 
παξαγώγνπ θαη κάιηζηα πνιιέο πνιύ ρξήζηκεο ζπλαξηήζεηο κπνξνύλ λα 
νινθιεξσζνύλ κόλν αξηζκεηηθά (όπσο ε «ζπλάξηεζε θαηαλνκήο 
πηζαλόηεηαο Gauss», ηα «ειιεηπηηθά νινθιεξώκαηα», ε «ζπλάξηεζε 
ζθάικαηνο       », θ.ιπ.). Οη απινύζηεξεο αξηζκεηηθέο ηερληθέο 
νινθιήξσζεο πξνέξρνληαη από ηε γξαθηθή έλλνηα ηεο νινθιήξσζεο, θαηά 
ηελ νπνία :  «ην Οπιζμένο Ολοκλήπωμα αλαπαξηζηάηαη αξηζκεηηθά από ην 
εκβαδό ηεο πεξηνρήο κεηαμύ ηεο θακπύιεο θαη ηνπ άμνλα ησλ ηεηκεκέλσλ».  

Γηα λα γίλνπκε πην αθξηβείο, ην νινθιήξσκα κηαο ζπλάξηεζεο      κεηαμύ 

ησλ νξίσλ       θαη       αληηπξνζσπεύεη ην εκβαδό ηεο πεξηνρήο κεηαμύ 

ηεο θακπύιεο θαη ηνπ άμνλα ησλ   γηα ην δηάζηεκα κεηαμύ ησλ ηηκώλ πνπ 
δειώλνπλ ηα όξηα. Σνλίδνπκε "κεηαμύ", γηαηί όηαλ ε θακπύιε πέθηεη θάησ από 
ηνλ άμνλα ηεο πεξηνρήο είλαη αξλεηηθή. πλεπώο, ε απινύζηεξε πξνζέγγηζε 
είλαη λα παξαζηήζνπκε γξαθηθά ηελ ζπλάξηεζε ζε γξάθεκα πάλσ ζε 
quadrillé ραξηί (ραξηί κε πιέγκα) θαη λα κεηξήζνπκε ηνλ αξηζκό ησλ 
κνλαδηαίσλ ρώξσλ πνπ πεξηιακβάλνληαη ζηελ παξαπάλσ πεξηνρή. Έλα 
ραξηί κε πιέγκα κηθξόηεξεο θιίκαθαο, αζθαιώο ζα είρε ζαλ απνηέιεζκα κηα 
αθξηβέζηεξε απάληεζε. Μηα παξόκνηα κέζνδνο είλαη λα ρσξηζηεί ν ρώξνο 
κεηαμύ ηεο θακπύιεο θαη ηνπ άμνλα ησλ ηεηκεκέλσλ ζε έλα πιήζνο από 
"ηαηλίεο" ή ηκήκαηα, θαζέλα από ηα νπνία έρεη κεηξήζηκν εκβαδόλ, ίζν κε ην 
πιάηνο επί ην ύςνο, όπνπ ην ύςνο είλαη ε πξαγκαηηθή ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο 
ζην κέζν ηνπ ηκήκαηνο. Καη πάιη, πην αθξηβή απνηειέζκαηα πξνθύπηνπλ όηαλ 
ρξεζηκνπνηνύληαη πεξηζζόηεξα ηκήκαηα.  

Καη νη δύν απηέο πξνζεγγίζεηο έρνπλ ρξεζηκνπνηεζεί πξηλ από ηελ έιεπζε 
ησλ ειεθηξνληθώλ ππνινγηζηώλ θαη ησλ αξηζκεηηθώλ ππνινγηζκώλ, όπσο 
ηνπο γλσξίδνπκε ηώξα, δεδνκέλνπ όηη εθαξκόζηεθαλ θάλνληαο έληππα 
δηαγξάκκαηα θαη πξαγκαηηθέο κεηξήζεηο. Πξάγκαηη ζπρλά αθόκε 
ρξεζηκνπνηνύκε ηέηνηεο γξαθηθέο πξνζεγγίζεηο γηα λα θαηαλνήζνπκε πσο 
πινπνηνύληαη νη ηερληθέο αξηζκεηηθήο νινθιήξσζεο ζηνλ ππνινγηζηή. 

 Οη αλσηέξσ γξαθηθέο κέζνδνη πξνθαλώο έρνπλ θάπνηα όξηα σο πξνο ηελ 
αθξίβεηα ηνπο, επεηδή έρνπλ πεξηνξηζκέλε δπλαηόηεηα, σο πξνο ηελ θάιπςε 
ηεο θακππιόηεηαο κηαο ηπραίαο ζπλάξηεζεο. Ωο εθ ηνύηνπ νη πην αθξηβείο 
κέζνδνη πξέπεη θαηά θάπνηνλ ηξόπν λα εξκελεύζνπλ  ηε κνξθή ηεο 
θακπύιεο. Οη Σύπνη Οινθιήξσζεο Newton-Cotes ην θάλνπλ πξνζεγγίδνληαο 
έλα νινθιήξσκα I , σο εμήο : 

 

  ∫        ∫        
 

 

 

 
       (1) 
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Όπνπ       είλαη κία  -ηάμεο πνιπσλπκηθή πξνζέγγηζε ηεο δεδνκέλεο πξνο 
νινθιήξσζε ζπλάξηεζεο      . Οη πνιπσλπκηθέο ζπλαξηήζεηο 
νινθιεξώλνληαη εύθνια θαη κπνξνύλ λα απνηππώζνπλ έλα ηθαλνπνηεηηθό 

αξηζκό από θακππιόηεηεο, ηδηαίηεξα όηαλ ε ηάμε ηνπ   απμάλεηαη. Οη πην 
θνηλέο κέζνδνη είλαη :  

α) Αξηζηεξό θαη Γεμί Άζξνηζκα Riemann 

β) ν «Τπαπεζοειδήρ Κανόναρ», ν νπνίνο ρξεζηκνπνηεί κία πξώηεο 
ηάμεο πξνζέγγηζε (επζύγξακκα ηκήκαηα),  

γ) Ο «Κανόναρ Simpson ηος 1/3», ν νπνίνο ρξεζηκνπνηεί κηα δεύηεξεο 
ηάμεο πξνζέγγηζε (παξαβνιηθά ηκήκαηα) θαη  

δ) Ο «Κανόναρ Simpson ηων 3/8», o νπνίνο ρξεζηκνπνηεί ηξίηεο ηάμεο 
πξνζέγγηζε (Cubic Spline ηκήκαηα).  

Οη ηξεηο ηειεπηαίεο είλαη θαη νη απνηειεζκαηηθόηεξεο. 

 

Αξηζηεξό θαη Γεμί Άζξνηζκα Riemann1 (Left and Right Riemann Sum) 

Όιεο νη αξηζκεηηθέο πξνζεγγίζεηο ηνπ νινθιεξώκαηνο ∫       
 

 
 μεθηλνύλ κε 

κηα θαηάηκεζε ηνπ δηαζηήκαηνο        ζε έλα πιήζνο από   ίζα κέξε :  

 

   
   

 
  

      
           
            
    
             

          ρήκα 4 - Γx 

 

Οξίδνπκε ην «Αξηζηεξό Άζξνηζκα Riemann» σο εμήο : 

                           

 ∑                

   

   

                              

                                 

 

Σν «Αξηζηεξό Άζξνηζκα Riemann» δίλεηαη από ην εκβαδό ηεο πεξηνρήο πνπ 
θαίλεηαη ζην Σσήμα 5. Μπνξείηε λα παξαηεξήζεηε όηη ε αξηζηεξή πιεπξά 

                                            
1
 Georg Friedrich Bernhard Riemann (17 επ. 1826 - 20 Ηνπι. 1866) : πνπδαίνο Γεξκαλόο καζεκαηηθόο, κε ζπλερή 

ζπλεηζθνξά ζηελ αλαιπηηθή θαη δηαθνξηθή γεσκεηξία. 
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θαζελόο από ηα νξζνγώληα ηαηξηάδεη κε ην ύςνο ηνπ γξαθήκαηνο – εμ νπ θαη ε 
νλνκαζία «Αξηζηεξό Άζξνηζκα».  

 

ρήκα 5 - Αξηζηεξό Άζξνηζκα Riemann 

 

Σν «Γεμί Άζξνηζκα Riemann» νξίδεηαη νκνίσο : 

                       

 ∑                

 

   

                             

                                 

Σν «Γεμί Άζξνηζκα Riemann» δίλεηαη από ην εκβαδό ηεο πεξηνρήο πνπ 
θαίλεηαη ζην Σσήμα 6. Μπνξείηε λα παξαηεξήζεηε όηη ε δεμηά πιεπξά θαζελόο 
από ηα νξζνγώληα ηαηξηάδεη κε ην ύςνο ηνπ γξαθήκαηνο – εμ νπ θαη ε 
νλνκαζία «Γεμί Άζξνηζκα». 

 

ρήκα 6 - Γεμί Άζξνηζκα Riemann 
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Σξαπεδνεηδήο Καλόλαο (Trapezoid Rule) 

Ο «Τπαπεζοειδήρ Κανόναρ», πξνζεγγίδεη ην νινθιήξσκα   ζην δηάζηεκα 

     , όπσο θαίλεηαη ζην Σσήμα 7 (                  , δηάζηεκα [0.5,2] 

θαη    ). Σν ζθηαζκέλν ηξαπέδην, κε βάζεηο : f(a) = f(0.5) = 1.75, f(b) = f(2) = 
4 θαη ύςνο : b-a = 2-0.5 = 1.5, παξηζηάλεη θαηά πξνζέγγηζε ην δεηνύκελν 
εκβαδό, θαη από ην ζρήκα ηνπ ηξαπεδίνπ πξνέθπςε ε νλνκαζία ηεο κεζόδνπ. 
Σν εκβαδό ηνπ ηξαπεδίνπ, θαη άξα ε θαηά πξνζέγγηζε αμία ηνπ 
νινθιεξώκαηνο, είλαη εύθνιν λα πξνζδηνξηζηεί 
(                                  ), νπόηε έρνπκε : 

  
 

 
                 

 

 
                    (2)  

 

 

ρήκα 7 - Σξαπεδνεηδήο Καλόλαο ζε δηάζηεκα         

 

Σν ζθάικα ηνπ θαηά πξνζέγγηζε νινθιεξώκαηνο είλαη ην ππόινηπν ηνπ 
εκβαδνύ κεηαμύ ηεο θακπύιεο θαη ηνπ άμνλα πνπ δελ θαιύπηεηαη από ηελ 
ζθίαζε. Δκείο πξνθαλώο, ζε γεληθέο γξακκέο, δελ γλσξίδνπκε πην είλαη απηό 
ην ζθάικα, αιιηώο ζα γλσξίδακε ην αθξηβέο νινθιήξσκα. Ωζηόζν κπνξεί λα 
απνδεηρζεί, από κηα ζεσξεηηθή αλάιπζε ηεο παξεκβνιήο, όηη ην πξαγκαηηθό 

ζθάικα       είλαη : 

       
 

  
                    (3) 

Όπνπ   είλαη θάπνην ζεκείν ζην δηάζηεκα      . Ζ κόλε πιεξνθνξία πνπ 
κπνξνύκε λα ιάβνπκε εδώ, είλαη όηη ην ζθάικα είλαη αλάινγν ηνπ θύβνπ ηνπ 
πιάηνπο       ηνπ δηαζηήκαηνο      . Γεδνκέλνπ όηη απηό πιάηνο νξίδεηαη 
θάζε θνξά, από ην ζπγθεθξηκέλν πξόβιεκα πνπ κειεηάκε, ν κόλνο ηξόπνο 
γηα λα κεησζεί ην ζθάικα ζπλνιηθά είλαη λα ρσξίζνπκε ην ζπλνιηθό δηάζηεκα 
ζε έλα πιήζνο από κηθξόηεξα δηαζηήκαηα. Απηό αλαθέξεηαη ζπρλά σο 
«πολλαπλαζιαζηική εθαπμογή ηηρ γπαθικήρ μεθόδος ολοκλήπωζηρ». Γηα λα 
γίλεη απηό ην κόλν πνπ ρξεηαδόκαζηε είλαη λα δεκηνπξγήζνπκε έλα πιήζνο 
βαζηθώλ ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο ζε έλα ζύλνιν από ζεκεία ζην δηάζηεκα 
     . Αο ππνζέζνπκε όηη ζα δηαηξεζεί ην δηάζηεκα       ζε   πιήζνπο 
ηζνκεγέζε ηκήκαηα, δεκηνπξγώληαο έηζη έλα ζύλνιν δηαθξηηώλ γηα ηελ 

κεηαβιεηή   ηηκώλ   , από ην     (πνπ αληηζηνηρεί ζην    ), κέρξη     
(πνπ αληηζηνηρεί ζην    ). ηε ζπλέρεηα εθαξκόδνπκε ηνλ «Τπαπεζοειδή 
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Κανόνα» (2) γηα θάζε έλα από ηα  επηκέξνπο ηκήκαηα, θαη έρνπκε ηελ 
θαηάιεμε : 

  
 

 
        ∑               

          (4) 

Όπνπ   είλαη ην πιάηνο ηνπ θάζε ηκήκαηνο, πνπ δίλεηαη από ην          . 

Από ηελ ζρέζε (3), ην ζθάικα ζε θάζε ηκήκα είλαη αλάινγν ηνπ   . Δθόζνλ 
πξνζζέζνπκε πιήζνο   ζθαικάησλ ζηνλ ππνινγηζκό ηεο ζπλνιηθήο 
πξνζέγγηζεο ηνπ νινθιεξώκαηνο  , θαη εθόζνλ ην   είλαη αληηζηξόθσο 
αλάινγν ηνπ  , ην πξαγκαηηθό ζθάικα ζηελ «πνιιαπιαζηαζηηθή εθαξκνγή» 

ηεο ζρέζεο (4) είλαη      , ή ηζνδύλακα       . Απηή ε έθθξαζε είλαη 

κηθξόηεξνπ βαζκνύ σο πξνο   από εθείλε ζηελ απιή εθαξκνγή (3), αιιά ην 
πιάηνο ηνπ ηκήκαηνο είλαη πνιύ κηθξόηεξν ζηελ ζρέζε (4) θαη γη' απηό 
εμαθνινπζεί λα είλαη κηα θαιύηεξε πξνζέγγηζε. Έηζη μαλαγξάθνπκε ηνλ 
«Τπαπεζοειδή Κανόνα» κε εθηίκεζε ζθάικαηνο : 

      
 

 
        ∑      

   
                     (5) 

 

 

ρήκα 8 - Σξαπεδνεηδήο Καλόλαο ζε δηάζηεκα         

 

Δηδηθά ζην παξάδεηγκα ηνπ Σσήμαηορ 8, έρσ ηελ                   ζην 

δηάζηεκα         θαη    . ην δηάζηεκα πνπ νξίδνπλ ηα δηαηξεηηθά ζεκεία 

            έρσ ηξαπέδην κε θνξπθέο ηα ζεκεία                  
                                                              , ηνπ 
νπνίνπ ε πάλσ πιεπξά δελ πξνζεγγίδεη νπηηθά ηελ ζπλάξηεζε ζην αληίζηνηρν 

δηάζηεκα ζε απηή ηελ δηακέξηζε κε    , ελώ ζα ηαπηηζηεί, όπσο κπνξεί λα 

ειεγρηεί πεηξακαηηθά, ζε κεγαιύηεξεο ηηκέο ηνπ  . 

 

Καλόλαο Simpson ηνπ 1/3 (Simpson's 1/3 Rule) 

ηνλ «Κανόνα Simpson ηος 1/3» ρξεζηκνπνηείηαη έλα δεύηεξεο ηάμεο 

πνιπώλπκν (κία παξαβνιή) γηα ηελ πξνζέγγηζε ηεο ζπλάξηεζεο     , ην 
νπνίν απαηηεί ηξία ζεκεία γηα λα πξνζδηνξηζηεί κε κνλαδηθό ηξόπν. πλεπώο, 
ν θαλόλαο πξέπεη λα εθαξκόδεηαη ζε έλα δεύγνο δηαδνρηθώλ ηκεκάησλ θάζε 
θνξά. Αο ππνζέζνπκε θαη πάιη όηη έρνπκε δηαηξέζεη ην ζπλνιηθό δηάζηεκα 
      ζε   ίζα ηκήκαηα, κε αξηζκεκέλα δηαηξεηηθά ζεκεία από    έσο   . ην 
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Σσήμα 9 βιέπνπκε ηελ ζπλάξηεζε                 ζην δηάζηεκα [-6, -2] 

θαη    . 

 

ρήκα 9 - Καλόλαο Simpson ηνπ 1/3.  

πλάξηεζε                   ζε δηάζηεκα         θαη    . 

Ωο έλα παξάδεηγκα, εμεηάδνπκε ηα πξώηα δύν ηκήκαηα, ηα νπνία 

νξηνζεηνύληαη από ηα ζεκεία :   ,    θαη   . Να επηζεκάλνπκε όηη γηα ηνλ 
«Κανόνα Simpson ηος 1/3» πξέπεη λα είκαζηε πξνζεθηηθνί θαη λα επηιέμνπκε 

κόλν άξηηνπο αξηζκνύο γηα ην πιήζνο   ησλ ηεκαρίσλ ηεο θαηάηκεζεο. 
Παξεκβάιινληαο κία παξαβνιή κεηαμύ ησλ ηξηώλ απηώλ ζεκείσλ θαη 
νινθιεξώλνληαο, ζα πάξνπκε ηελ παξαθάησ αμία γηα ην εκβαδό ησλ δύν 
πξώησλ ηκεκάησλ, κε ζπλππνινγηζκό ηνπ όξνπ ηνπ ζθάικαηνο (Ο 
ζπληειεζηήο 1/3 ηνπ   δίλεη ζηελ κέζνδν ην ραξαθηεξηζηηθό «1/3» ηνπ 
νλόκαηόο ηεο) : 

  
 

  
                     

 

  
              (6) 

 

Όπνπ         παξηζηάλεη ηελ ηέηαξηε παξάγσγν ηεο     , ε νπνία παίξλεη 

ηηκή γηα     θάπνπ κεηαμύ ησλ δύν ηκεκάησλ. Καη πάιη είλαη γεγνλόο όηη ην 

ζθάικα είλαη αλάινγν ηνπ   . Δθαξκόδνληαο ηελ ίδηα κέζνδν ζε όια ηα δεύγε 
ησλ ηκεκάησλ, ζα έρνπκε ζπλνιηθά ηνλ εμήο «Κανόνα Simpson ηος 1/3» : 

         
 

 
[       ∑        ∑  (  )          

       
   
       ]        (7) 

 

 

ρήκα 10 - Καλόλαο Simpson ηνπ 1/3  ζε δηάζηεκα         
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Δηδηθά ζην παξάδεηγκα ηνπ Σσήμαηορ 10, έρσ ηελ                 ζην 
δηάζηεκα         θαη     . Σα ηξία πξώηα δηαηξεηηθά ζεκεία          
             δίλνπλ κε παξεκβνιή Lagrange ηελ δεπηέξνπ βαζκνύ 

πνιπσλπκηθή        
               

    
 

                

    
  

                

    
, ε νπνία 

πξνζεγγίδεη νπηηθά ηελ ζπλάξηεζε ζην αληίζηνηρν δηάζηεκα θαη κεηά ηελ 
εθηέιεζε ησλ πξάμεσλ ηαπηίδεηαη κε ηελ      (αθνύ ε      είλαη 
δεπηεξνβάζκηα). 
 

Καλόλαο Simpson ησλ 3/8  (Simpson's 3/8 rule) 

Σέινο, ν «Κανόναρ Simpson ηων 3/8» πξνθύπηεη όηαλ έλα ηξίηεο ηάμεο 

πνιπώλπκν ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ πξνζέγγηζε ηεο ζπλάξηεζεο     , ην 
νπνίν απαηηεί ηέζζεξα ζεκεία γηα λα πξνζδηνξηζηεί κε κνλαδηθό ηξόπν. 
πλεπώο, ν θαλόλαο πξέπεη λα εθαξκόδεηαη ζε ηξία δηαδνρηθά ηκήκαηα θάζε 
ζηηγκή. Αο ππνζέζνπκε γηα κηα αθόκε θνξά όηη έρνπκε δηαηξέζεη ην ζπλνιηθό 
δηάζηεκα       ζε   ίζα ηκήκαηα, κε αξηζκεκέλα δηαηξεηηθά ζεκεία από    έσο 

  .  

 

 

ρήκα 11 - Καλόλαο Simpson 3/8. 
πλάξηεζε      |          | ζε δηάζηεκα         θαη     

 

Ωο παξάδεηγκα, εμεηάδνπκε ηώξα ηα ηξία πξώηα ηκήκαηα, ηα νπνία 

νξηνζεηνύληαη από ηα ζεκεία   ,   ,   , θαη   . Παξεκβάιινληαο κία 
ηξηηνβάζκηα θακπύιε κεηαμύ απηώλ ησλ ηεζζάξσλ ζεκείσλ θαη 
νινθιεξώλνληαο, ζα έρνπκε ην παξαθάησ εκβαδό γηα ηα πξώηα ηξία 
ηκήκαηα, καδί κε ην ζθάικα (Ο ζπληειεζηήο 3/8 ηνπ h δίλεη ζηελ κέζνδν ην 
ραξαθηεξηζηηθό «3/8» ηνπ νλόκαηόο ηεο) : 

 

         
  

  
                            

 

  
              (8) 
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ρήκα 12 - Καλόλαο Simpson ησλ 3/8 ζε δηάζηεκα         

 

Δηδηθά ζην παξάδεηγκα ηνπ Σσήμαηορ 12, έρσ ηελ      |          | ζην 
δηάζηεκα         θαη    . Σα ηξία πξώηα δηαηξεηηθά ζεκεία          
                         δίλνπλ κε παξεκβνιή Lagrange ηελ ηξίηνπ 
βαζκνύ πνιπσλπκηθή εμίζσζε : 

        
                                                               

                   
  

                   
                                               

                   
  

                    
                                               

                    
  

                   
                                               

                  
, 

ε νπνία δελ πξνζεγγίδεη νπηηθά ηελ δνζκέλε ζπλάξηεζε ζην αληίζηνηρν 
δηάζηεκα θαη κεηά ηελ εθηέιεζε ησλ πξάμεσλ απινπνηείηαη ζηελ κνξθή 

                                              , ηξίηνπ βαζκνύ θαη 
δελ ηαπηίδεηαη κε ηελ δεπηεξνβάζκηα      ζε απηή ηελ δηακέξηζε κε    , ελώ 
ζα ηαπηηζηεί νπηηθά, όπσο κπνξεί λα ειεγρηεί πεηξακαηηθά ζε κεγαιύηεξεο 

ηηκέο ηνπ  . 

Ο όξνο ηνπ ζθάικαηνο είλαη ηεο ίδηαο ηάμεο κε εθείλν ηνπ «Κανόνα Simpson 
ηος 1/3» (6), αιιά ζηελ πξαγκαηηθόηεηα έρεη κεγαιύηεξν ζπληειεζηή. Ωζηόζν, 
επεηδή ρξεζηκνπνηνύληαη πεξηζζόηεξα ηκήκαηα ζε θάζε εθαξκνγή ηνπ 
Κανόνα ηων 3/8, εμαθνινπζεί λα είλαη ζπλνιηθά ειαθξώο πιένλ αθξηβήο, 
δεδνκέλνπ όηη ιηγόηεξνη από απηνύο ηνπο όξνπο ζθάικαηνο αζξνίδνληαη 
κεηαμύ ηνπο γηα λα πξνθύςεη ην ζπλνιηθό νινθιήξσκα. Καηά ζπλέπεηα, ν 
«Κανόναρ Simpson ηων 3/8» είλαη ειαθξώο θαιύηεξνο από ηνλ «Κανόνα 
Simpson ηος 1/3», αιιά δελ αξθεί γηα λα δηθαηνινγήζεη ελ γέλεη ηελ επηπιένλ 
δνπιεηά. ηελ πξάμε ν «Κανόναρ Simpson ηων 3/8» ζπάληα ρξεζηκνπνηείηαη 
θαη κόλν γηα λα ζπκπιεξώζεη2 ζηελ αξρή ή ζην ηέινο ηεο εθαξκνγήο ηνπ 
«Κανόνα Simpson ηνπ 1/3», όηαλ ππάξρεη πεξηηηόο αξηζκόο δηαζηεκάησλ, γηα 
νπνηνλδήπνηε ιόγν (όπνπ δελ πξνζδηνξίδνληαη από ηνλ ιύηε ηα ζηνηρεία ηνπ 
πξνβιήκαηνο). Ωο εθ ηνύηνπ δελ ζα ζεκεησζεί εδώ ε κνξθή ηεο ζρέζεο (8) 
από ηελ πνιιαπιαζηαζηηθή εθαξκνγή ηεο κεζόδνπ «3/8». 

 

                                            
2
 Παξάξηεκα Α: πλδπαζκόο κεζόδσλ Simpson 1/3 θαη Simpson 3/8 (ζει. 63) 
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Μηα ηειηθή ζεκείσζε ζε όιεο απηέο ηηο κεζόδνπο  

Έρνπκε θαηαλαιώζεη ην κεγαιύηεξν κέξνο ηεο ζπδήηεζεο εδώ ζην όηη 
εθαξκόδεηαη ε θαηάηκεζε ηνπ δηαζηήκαηνο       ζε ηζνκήθε δηαζηήκαηα. 
Όηαλ αζρνινύκαζηε κε κία ζπλάξηεζε      είκαζηε ειεύζεξνη λα επηιέμνπκε 
ηηο ππνδηαηξέζεηο ηνπ ηκήκαηνο, θαη έηζη ε επηινγή ηεο ηζνκεξνύο θαηάηκεζεο 
λα είλαη απιώο κία βνιηθή επηινγή. Ωζηόζν, όηαλ πξόθεηηαη γηα ζπγθεθξηκέλα 
ζεκεία δεδνκέλσλ, κπνξεί λα κελ έρνπκε ηελ πνιπηέιεηα γηα ηζνκεγέζε 
ηκήκαηα. ε απηή ηελ πεξίπησζε ζα κπνξνύζακε λα επηιέμνπκε ηνλ 
«Τπαπεζοειδή Κανόνα» κε κηθξή ηξνπνπνίεζε θαη εθηόο ηνπ όηη ζα 
ππνινγίδνπκε ην απνηέιεζκα νινθιεξώλνληαο έλα ηκήκα θάζε θνξά, ε 
πνιιαπιαζηαζηηθή εθαξκνγή ηνπ θαλόλα (multiple application rule) ζηελ 

ζρέζε (5) δελ ζα εθαξκόδεηαη όζν ην πιάηνο   ηεο θαηάηκεζεο δελ ζα είλαη 
νκνηόκνξθν. Κακία από ηηο ζρέζεηο γηα ηνπο Κανόνερ ηος Simpson3 δελ ζα 
ηζρύεη όπσο είλαη γξακκέλε εδώ. 

 

  

                                            
3
 Ο Thomas Simpson (20 Απγ. 1710 - 14 Μαΐ. 1761) : Βξεηαλόο καζεκαηηθόο,  γλσζηόο σο εθεπξέηεο ηνπ «Καλόλα 

ηνπ Simpson» γηα ηελ πξνζέγγηζε νξηζκέλσλ νινθιεξσκάησλ. Όπσο ζπλήζσο ζπκβαίλεη ζηα καζεκαηηθά, ε 
εγθπξόηεηα ηνπ πνηνο ήηαλ ν εθεπξέηεο  κπνξεί λα ζπδεηεζεί. Ο θαλόλαο απηόο είρε βξεζεί 100 ρξόληα λσξίηεξα από 
ηνλ Johannes Kepler, θαη ζηα γεξκαληθά είλαη ην ιεγόκελν Keplersche Fassregel. 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 4
ν
  

ρεδηαζκόο θαη Τινπνίεζε ηεο Δθαξκνγήο 

 

Αλάιπζε απαηηήζεσλ εθαξκνγήο 

θνπόο αλάπηπμεο απηήο ηεο εξγαζίαο ήηαλ ε δεκηνπξγία κηαο εθαξκνγήο, κε 
ηελ νπνία ζα είλαη εθηθηόο ν ππνινγηζκόο Οπιζμένων Ολοκληπωμάηων, κε 
θάπνηεο από ηηο κεζόδνπο ηεο Αξηζκεηηθήο Οινθιήξσζεο (Απιζηεπό θαη Δεξί 
Άθποιζμα Riemann, ν Τπαπεζοειδήρ Κανόναρ θαη νη Καλόλεο ηνπ Simpson 
«1/3» θαη «3/8»), κε ραξαθηεξηζηηθά : 

 ηελ επθνιία θαηά ηελ εηζαγσγή θαη κεηαβνιή, θαηά ηηο ζπλζήθεο ηνπ 
πξνβιήκαηνο θαη ηηο επηζπκίεο ηνπ ρεηξηζηή, ησλ δεδνκέλσλ ηνπ 
πξνβιήκαηνο, πνπ είλαη : 

o ε πξνο Οινθιήξσζε πλάξηεζε, 
o ηα όξηα ππνινγηζκνύ ηνπ Οινθιεξώκαηνο, 
o ην πιήζνο ησλ δηαζηεκάησλ ηεο απαηηνύκελεο δηακέξηζεο, 
o ε αξηζκεηηθή κνξθή ησλ απνηειεζκάησλ (θιαζκαηηθή ή όρη), 
o ε αξηζκεηηθή αθξίβεηα ησλ απνηειεζκάησλ (πιήζνο ζεκαληηθώλ 

ή δεθαδηθώλ ςεθίσλ), 
o ε κέζνδνο πνπ ζα εθαξκνζηεί (κία από ηηο αλαθεξζείζεο ζηελ 

αξρή ηεο ελόηεηαο). 

 ηελ αλίρλεπζε ιαζώλ ζηηο εηζαγόκελεο παξακέηξνπο ηνπ 
πξνβιήκαηνο, κε ζρεηηθέο αλαθνξέο πξνο ηνλ ρεηξηζηή,  

 ηελ αθξίβεηα ζηνλ ππνινγηζκό ησλ απνηειεζκάησλ (ηνπ 
πξνζεγγηζηηθνύ, ηνπ πξαγκαηηθνύ, αιιά θαη ηεο δηαθνξάο απόιπηεο – 
ζρεηηθήο απηώλ),  

 ηελ επθξίλεηα θαηά ηελ παξνπζίαζε ησλ απνηειεζκάησλ, 

 ηελ ιεπηνκεξή γξαθηθή απεηθόληζε ηεο πξνηεηλόκελεο ιύζεο, κε 
επηζήκαλζε ησλ δσλώλ δηακέξηζεο. 

 

Καηά ηελ δηάξθεηα αλάπηπμεο ηεο εθαξκνγήο, δεηήζεθαλ από ηνλ 
επηβιέπνληα θαζεγεηή :  

 ε εύθνιε αιιαγή ησλ νξίσλ ηνπ νινθιεξώκαηνο, από ηνλ ρώξν ηεο 
γξαθηθήο ηνπ απεηθόληζεο (canvas), 

 νη θιαζκαηηθέο αμίεο ησλ απνηειεζκάησλ λα κεηαηξέπνληαη θαη ζε 
νκώλπκα θιάζκαηα γηα ηελ άκεζε ζύγθξηζή ηνπο θαη 

 ε ηήξεζε ηζηνξηθνύ ησλ ελεξγεηώλ ηνπ ρεηξηζηή ηεο εθαξκνγήο, ώζηε :  
o ηα πεηξάκαηα λα κελ είλαη κνλαδηθά, αιιά λα κπνξνύλ λα 

επαλαιεθζνύλ θαη 
o λα είλαη εύθνιε ε ζύγθξηζε απνηειεζκάησλ ησλ πεηξακάησλ, 

πνπ εθηεινύληαη κε πνηθίιεο παξακέηξνπο. 

 

Δθηηκώ πσο θάιπςα κε πιεξόηεηα θαη ηηο παξαπάλσ αξρηθέο - πξόζζεηεο 
απαηηήζεηο. 
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Δπηινγή ηερλνινγηώλ αλάπηπμεο ηεο εθαξκνγήο 

Γηα ηελ αλάπηπμε ηεο εθαξκνγήο ρξεζηκνπνηήζεθαλ ηερλνινγίεο HTML4, 
CSS5, θαη JavaScript6. Ζ εθαξκνγή εθηειείηαη ζε πεξηβάιινλ Web Browser 
(κόλν κε ηνλ Firefox7 έρεη πιήξε ιεηηνπξγία). 

Ζ επηινγή ησλ ελ ιόγσ ηερλνινγηώλ έγηλε ιόγσ ηεο πιεζώξαο 
βηβιηνγξαθηθώλ αλαθνξώλ, βηβιηνζεθώλ γηα ηελ θαηαζθεπή ηνπ γξαθηθνύ 
πεξηβάιινληνο, έηνηκσλ ηκεκάησλ θώδηθα γηα καζεκαηηθνύο ππνινγηζκνύο 
θαη επί πιένλ, ιόγσ ηεο δπλαηόηεηάο ηνπο λα «ηξέρνπλ» ζε όινπο ηνπο 
ππνινγηζηέο αλεμαξηήησο αξρηηεθηνληθήο θαη ιεηηνπξγηθνύ ζπζηήκαηνο. 

Ππξήλαο ηεο εθαξκνγήο είλαη  ε ζήκαλζε <canvas>, ε νπνία ππνζηεξίδεη 
βηβιηνζήθε γξαθηθώλ ιεηηνπξγηώλ, πνπ αλαπηύρζεθε αξρηθά από ηελ Apple, 
γηα ρξήζε από ην ζπζηαηηθό WebKit κέζα ζην ίδην ην MacOS X, 
ελεξγνπνηώληαο γξαθηθέο εθαξκνγέο, όπσο Dashboard widgets θαη ην 
πξόγξακκα πεξηήγεζεο ηζηνζειίδσλ Safari. Αξγόηεξα, εγθξίζεθε από Gecko 
browsers θαη ηελ Opera θαη ηππνπνηήζεθε από ηνλ νξγαληζκό WHATWG 
(Web Hypertext Application Technology Working Group) ζρεηηθά κε ηηο λέεο 
πξνηεηλόκελεο πξνδηαγξαθέο γηα ηελ επόκελε γεληά ηερλνινγηώλ web. Σνλ 
Αύγνπζην ηνπ 2009, πξνζηέζεθαλ text API θαη pixel manipulation θαη 
εθαξκόδεηαη ζε πνιινύο web browsers. 

Ο canvas απνηειείηαη από κία πεξηνρή ζρεδίαζεο, πνπ θαζνξίδεηαη ζηνλ 
θώδηθα HTML κε ραξαθηεξηζηηθά ύςνπο θαη πιάηνπο. Ο θώδηθαο ηεο 
JavaScript, πνπ αμηνπνηείηαη γηα ηελ δεκηνπξγία δπλακηθώλ – δηαδξαζηηθώλ 
ηζηνζειίδσλ, κπνξεί λα έρεη πξόζβαζε ζηελ πεξηνρή ηνπ canvas, κέζα από 
κηα πιήξε ζεηξά ιεηηνπξγηώλ κε ηξόπν παξόκνην κε άιια API γηα γξαθηθά 
δύν δηαζηάζεσλ, επηηξέπνληαο έηζη λα δεκηνπξγνύληαη, κε δπλακηθό ηξόπν, 
γξαθηθά ζε πεξηβάιινλ web. Μεξηθέο από ηηο πξνβιεπόκελεο ρξήζεηο ηνπ 
canvas πεξηιακβάλνπλ : δεκηνπξγία γξαθεκάησλ, animations, παηρλίδηα θαη 
ζύλζεζε εηθόλαο. 

ύγρξνλνη web browsers όπσο νη Firefox, Safari, Chrome θαη Opera 
ππνζηεξίδνπλ ηελ ζήκαλζε <canvas> ηεο HTML5, ε νπνία επηηξέπεη ηελ 
δπλακηθή δεκηνπξγία θαη παξνπζίαζε γξαθεκάησλ δύν δηαζηάζεσλ. Ζ 
βηβιηνζήθε ππάξρεη δηαζέζηκε ζην έγγξαθν ExplorerCanvas.js, γηα λα θέξλεη 
ηελ ίδηα ιεηηνπξγηθόηεηα θαη ζηνλ Internet Explorer. Γηα ηελ ρξήζε ηεο 
ζήκαλζεο <canvas>, από web developers, ην κόλν πνπ ρξεηάδεηαη, είλαη λα 
πεξηιεθζεί θαηάιιεια ε ζήκαλζε ζε ππάξρνπζεο ηζηνζειίδεο ηνπο. 
εκαληηθή βνήζεηα γηα ηελ ρξήζε ηνπ λένπ ζηνηρείνπ ηεο HTML5 κπνξνύκε λα 
αλαδεηήζνπκε ζηελ δηεύζπλζε : 

https://developer.mozilla.org/en/Canvas_tutorial 

Ζ εθαξκνγή είλαη δηαζέζηκε γηα online ιεηηνπξγία ζηνλ δηθηπαθό ηόπν :  

                                            
4
 Σα αξρηθά HTML πξνέξρνληαη από ηηο ιέμεηο HyperText Markup Language. Δίλαη κηα γιώζζα ζήκαλζεο (Markup 

Language), δειαδή έλαο εηδηθόο ηξόπνο ζύληαμεο εγγξάθσλ πνπ πεξηέρνπλ θείκελν ή αλαθνξέο ζε πιηθό 
πνιπκέζσλ, κε ρξήζε εηδηθώλ ζεκάλζεσλ. 
5
 Σα CSS (Cascading Style Sheets - Επάλληλα Φύλλα Εμθάνιζηρ ή αιιεινπρία θύιισλ εκθάληζεο) είλαη έλα από ηα 

ζπζηαηηθά ηεο XHTML, ή αιιηώο κηα πξνζζήθε ζηελ HTML, κε ζηόρν ηελ κνξθνπνίεζε ηνπ παξαγόκελνπ 
απνηειέζκαηνο. 
6
 Ζ JavaScript είλαη γιώζζα πξνγξακκαηηζκνύ ε νπνία έρεη ζαλ ζθνπό ηελ παξαγσγή δπλακηθνύ πεξηερνκέλνπ θαη 

ηελ εθηέιεζε θώδηθα ζηελ πιεπξά ηνπ πειάηε (client-side) ζε ηζηνζειίδεο. 
7
 Ο Mozilla Firefox είλαη έλαο ειεύζεξνο θαη αλνηθηνύ θώδηθα θπιινκεηξεηήο (browser) ηνπ παγθόζκηνπ ηζηνύ. 

Πξνήιζε από ην Application Suite ηεο Mozilla θαη ε αλάπηπμή ηνπ εμαθνινπζεί λα γίλεηαη θαηά κεγάιν πνζνζηό από 
ηελ Mozilla Corporation, ελώ ζπλεηζθέξνπλ θαη κεκνλσκέλνη ρξήζηεο ζε κηθξόηεξν βαζκό. 

http://www.mozilla-europe.org/el/firefox/
https://developer.mozilla.org/en/Canvas_tutorial
http://el.wikipedia.org/w/index.php?title=%CE%93%CE%BB%CF%8E%CF%83%CF%83%CE%B1_%CF%83%CE%AE%CE%BC%CE%B1%CE%BD%CF%83%CE%B7%CF%82&action=edit&redlink=1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%93%CE%BB%CF%8E%CF%83%CF%83%CE%B1_%CF%80%CF%81%CE%BF%CE%B3%CF%81%CE%B1%CE%BC%CE%BC%CE%B1%CF%84%CE%B9%CF%83%CE%BC%CE%BF%CF%8D
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%99%CF%83%CF%84%CE%BF%CF%83%CE%B5%CE%BB%CE%AF%CE%B4%CE%B1
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%95%CE%BB%CE%B5%CF%8D%CE%B8%CE%B5%CF%81%CE%BF_%CE%BB%CE%BF%CE%B3%CE%B9%CF%83%CE%BC%CE%B9%CE%BA%CF%8C
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%9B%CE%BF%CE%B3%CE%B9%CF%83%CE%BC%CE%B9%CE%BA%CF%8C_%CE%B1%CE%BD%CE%BF%CE%B9%CE%BA%CF%84%CE%BF%CF%8D_%CE%BA%CF%8E%CE%B4%CE%B9%CE%BA%CE%B1
http://el.wikipedia.org/wiki/Browser
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A0%CE%B1%CE%B3%CE%BA%CF%8C%CF%83%CE%BC%CE%B9%CE%BF%CF%82_%CE%99%CF%83%CF%84%CF%8C%CF%82
http://el.wikipedia.org/wiki/Mozilla_Corporation


Γξαθηθή Απεηθόληζε Μεζόδσλ Αξηζκεηηθήο Οινθιήξσζεο                   Σζαθαιίδεο Κσλζηαληίλνο 

 

 
32 

http://aetos.it.teithe.gr/~kontsak 

εκεηώλνπκε εδώ ηελ αμηνπνίεζε ηεο εθαξκνγήο γηα ηνλ εκπινπηηζκό απηνύ 
ηνπ θεηκέλνπ κε αθξηβή ζηνηρεία απνηειεζκάησλ αξηζκεηηθώλ αιιά θαη 
γξαθηθώλ, όπνπ απηά ρξεηάζηεθαλ. Γειαδή έρνπκε κία ακθίδξνκε 
επηθνηλσλία ηεο εθαξκνγήο κε ηελ αλάπηπμε ηνπ θείκελνπ πνπ ηελ 
πεξηγξάθεη. Σα πνιιά από ηα ζρήκαηα ηεο εξγαζίαο έρνπλ δεκηνπξγεζεί από 
ηελ ίδηα ηελ εθαξκνγή, εηδηθά γηα λα πεξηγξαθεί ε ιεηηνπξγία ηεο. 

 
Πεξηγξαθή γξαθηθνύ πεξηβάιινληνο 

Γηα ηελ πεξηγξαθή ηνπ γξαθηθνύ πεξηβάιινληνο ηεο εθαξκνγήο ζα ην 
ρσξίζνπκε, όπσο θαίλεηαη ζηελ Εικόνα 4, ζε ηξία κέξε: 

1. Σελ θόξκα εηζαγσγήο δεδνκέλσλ 
2. Σν πεδίν ειέγρνπ ησλ κεζόδσλ νινθιήξσζεο, θαη 
3. Σν πεδίν κε ην Καξηεζηαλό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ (canvas) 

  

 

                 Δηθόλα 4 - Γξαθηθή Γηεπαθή ηεο Δθαξκνγήο κε ηνλ ρεηξηζηή (GUI) 

 
Θα μεθηλήζνπκε ηελ αλαιπηηθόηεξε πεξηγξαθή ησλ ηξηώλ κεξώλ από ηελ 
θόξκα εηζαγσγήο δεδνκέλσλ, ηελ νπνία κπνξνύκε λα δνύκε θαιύηεξα ζηελ 
επόκελε εηθόλα. 
 

 

               Δηθόλα 5 - Φόξκα Δηζαγσγήο Γεδνκέλσλ – Παξνπζίαζεο Αξηζκεηηθώλ Απνηειεζκάησλ 

 

http://aetos.it.teithe.gr/~kontsak
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Ξεθηλώληαο από πάλσ αξηζηεξά, ζηελ ζέζε 1 βιέπνπκε έλα Select box. Από 
απηό ην πεδίν κπνξνύκε λα επηιέμνπκε κηα από ηηο «έηνηκεο» - 
θαηαρσξεκέλεο ζπλαξηήζεηο. Έρνπλ ήδε εηζαρζεί, θαηά ηελ βνύιεζή κνπ, 
κεξηθέο πξνο επεμεξγαζία ζπλαξηήζεηο. Οη ζπλαξηήζεηο απηέο θαηά ηελ 
ιεηηνπξγία ηεο εθαξκνγήο δελ κπνξνύλ λα δηαγξαθνύλ από ηνλ ρξήζηε, είλαη 
δπλαηόλ όκσο λα ηξνπνπνηεζεί κία επηιεγκέλε από ηνλ ρεηξηζηή, θαηά ηελ 
δηάξθεηα ηεο ζπλόδνπ εξγαζίαο. Ο ηξόπνο εηζαγσγήο λέσλ ζπλαξηήζεσλ  
ζηελ ζπγθεθξηκέλε ιίζηα ζα αλαιπζεί ζηελ ζπλέρεηα. Θα ήηαλ ρξήζηκν λα 
αλαθέξνπκε όηη θαηά ην άλνηγκα ηεο εθαξκνγήο επηιέγεηαη κε ηπραίν ηξόπν 
θάζε θνξά κηα ζπλάξηεζε από ηηο ήδε απνζεθεπκέλεο. 
ηελ ζέζε 2, ππάξρεη έλα  text box ζην νπνίν κπνξνύκε λα γξάςνπκε κηα 
νπνηαδήπνηε θαηλνύξηα ζπλάξηεζε ή λα ηξνπνπνηήζνπκε απηή πνπ έρνπκε 
ήδε επηιέμεη από ηελ ιίζηα θαηά ην πξνεγνύκελν βήκα. Γηα ηελ απνδνρή από 
ηελ εθαξκνγή ηεο ζπλάξηεζεο πνπ γξάςακε, αξθεί λα παηήζνπκε ην 
πιήθηξν Enter ή λα θάλνπκε θιηθ ζε νπνηνδήπνηε ζεκείν ηνπ παξαζύξνπ, 
έμσ από απηό ην text box. Σα ζηνηρεία πνπ κπνξεί λα πεξηέρεη ν ηύπνο ηεο 
ζπλάξηεζεο είλαη : 

 ε κεηαβιεηή (απαξαίηεηε – εθηόο ησλ ζηαζεξώλ ζπλαξηήζεσλ), πνπ 
ζπκβνιίδεηαη κόλν κε ην  , 

 νη δηεζλώο απνδεθηέο, ζηα Καζαξά θαη Τπνινγηζηηθά Μαζεκαηηθά, 

νλνκαζίεο ζπλαξηήζεσλ :     – γηα ην εκίηνλν,     – γηα ην 
ζπλεκίηνλν,     – γηα ηελ εθαπηνκέλε,     – γηα ηελ απόιπηε ηηκή, 

    – γηα ηελ εθζεηηθή ζπλάξηεζε κε βάζε ην  ,    – γηα ηνλ θπζηθό 
ινγάξηζκν,     γηα ηνλ δεθαδηθό ινγάξηζκν,     – γηα ηελ ύςσζε ζε 
δύλακε,       – γηα ηελ ζηξνγγπινπνίεζε ζηνλ πιεζηέζηεξν 
αθέξαην…). ηελ πεξίπησζε ηεο απνιύηνπ ηηκήο (   ) κπνξεί λα 

ρξεζηκνπνηεζεί θαη ην ζύλεζεο ζύκβνιν «| |», 

 νη γλσζηέο αξηζκεηηθέο πξάμεηο κεηαμύ ησλ ζηνηρεησδώλ 
ζπλαξηήζεσλ, ζε ζπλδπαζκό  κε αξηζκεηηθνύο ζπληειεζηέο (ζε 
αθέξαηα – δεθαδηθή – θιαζκαηηθή κνξθή), 

 νη γλσζηέο καζεκαηηθέο ζηαζεξέο     (γηα ηνλ γλσζηό καο ιόγν ηνπ 
κήθνπο ηνπ θύθινπ πξνο ηελ δηάκεηξό ηνπ : 

                             , πνπ ιόγσ ηνπ δηεζλώο 

απνδεθηνύ ζπκβνιηζκνύ ηνπ κε  , επηηξέπνπκε θαη εδώ ηελ ρξήζε 
απηνύ ηνπ ζπκβόινπ), θαη                            (γηα ηελ 
γλσζηή καο βάζε ησλ Φπζηθώλ Λνγαξίζκσλ, 

 νη παξελζέζεηο «()», κε ηελ γλσζηή ινγηθή ηεο «αξηζηεξήο – δεμηάο 
ηζνξξνπίαο» ηνπο, γηα ηελ επθξηλή νκαδνπνίεζε (πξνζεηαηξηζκόο – 
επηκεξηζκόο ζηηο γλσζηέο καο πξάμεηο) ζηνηρείσλ ζε καθξνζθειείο 
ηύπνπο. Αθόκε κπνξεί λα αμηνπνηεζεί, γηα ηνπο ίδηνπο ιόγνπο θαη ε 
ινγηθή ηεο ηζόξξνπεο ρξήζεο ησλ ζπκβόισλ : «[]» θαη «{}», όπσο 
θάλνπκε ήδε κε ην ρέξη, 

 όια ηα αλσηέξσ ζπζηαηηθά κπνξνύλ λα ππάξρνπλ ζε lower ή UPPER 
case mode. 

Πξηλ από ηελ αμηνπνίεζε ηνπ ηύπνπ ηεο ζπλάξηεζεο γίλεηαη αλαιπηηθή 
επεμεξγαζία ηνπ, ώζηε λα ηνπ απνδνζεί κνξθή απνδεθηή από ηελ javaScript. 
Ζ επεμεξγαζία πνπ αλαθέξεηαη εδώ είλαη απνηέιεζκα εμεηδηθεπκέλεο function 
ηνπ θώδηθα ηεο εθαξκνγήο, ε νπνία παξαηίζεηαη παξαθάησ ζηελ ελόηεηα 
«πληαθηηθή αλάιπζε ηύπσλ ζπλαξηήζεσλ» ηνπ 5νπ Κεθαιαίνπ. 
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Αθνινπζεί πίλαθαο κε κεξηθά παξαδείγκαηα νξζήο εηζαγσγήο ηύπσλ 
ζπλαξηήζεσλ. Ο ζπγθεθξηκέλνο βνεζεηηθόο πίλαθαο είλαη δηαζέζηκνο δίπια 

ζηελ ζέζε   κέζσ ηνπ button κε ηίηιν «Γείγκαηα Σύπσλ». 

 

Παράδειγμα Σσνάρηηζης Τρόπος Ειζαγωγής (Αγνοήστε τα κενά) 

     2*x-4 ή 2x-4 

    3^2 ή pow(3,2) 

           3*x^2+4*x-5 ή 3x^2 + 4x - 5 

           3000*e^(2*x-1) ή 3000*exp(2x-1) 

    

     
 (2x-1)/(3x^2 - 4x) 

|     | abs(2x-exp(x))ή abs(2x-e^x) ή |2x-e^x| 

   |      |             
ln(abs(4x^3-5x)) + log(10^x) ή 

 ln(|4x^3-5x|) + log(10^x) 

          sin(pi*x-4) Όχι όμως sin(pix-4)  

 Πίλαθαο 1 - Παξαδείγκαηα Σύπσλ Δηζαγσκέλσλ πλαξηήζεσλ 

 

ηελ επόκελε ζεηξά, ζηα δύν πξώηα text boxes, νξίδνπκε ην πεδίν νξηζκνύ 

ηνπ νινθιεξώκαηνο ηεο ζπλάξηεζεο. ην   νξίδνπκε ην θάησ όξην (ειάρηζην), 

θαη ζην   ην πάλσ όξην (κέγηζην). αλ όξηα εθηόο από αξηζκεηηθέο ηηκέο, 
κπνξνύκε λα ζέζνπκε επίζεο καζεκαηηθέο ζηαζεξέο, όπσο 

     α                    
 

 
(
  

 
)    θ.ν.θ., ή θαη αξηζκεηηθέο πξάμεηο κεηαμύ 

αξηζκεηηθώλ ηηκώλ θαη ζηαζεξώλ. Σα όξηα κπνξνύκε λα ηα επεξεάζνπκε θαη 
κε δπλακηθό ηξόπν, θάηη ην νπνίν ζα δνύκε ζηελ ζπλέρεηα θαηά ηελ 
παξνπζίαζε ηνπ ρώξνπ ηεο γξαθηθήο αλαπαξάζηαζεο (canvas). 

ην επόκελν πεδίν, ην  , εηζάγνπκε ηνλ αξηζκό ησλ ππνδηαηξέζεσλ, πνπ ζα 
ρξεζηκνπνηήζεη ε εθάζηνηε κέζνδνο, γηα ηελ δεκηνπξγία ηεο γξαθηθήο 
απεηθόληζεο αιιά θαη ηνπ ππνινγηζκνύ ηεο πξνζεγγηζηηθήο ηηκήο ηνπ 
νινθιεξώκαηνο.  

ηελ ζπλέρεηα βιέπνπκε άιιεο ηξεηο επηινγέο. Σν check box, κε εηηθέηα 
«Κιάζκαηα», ελεξγνπνηεί – απελεξγνπνηεί, απηόκαηα κε έλα θιηθ πάλσ ηνπ, 
ηελ ιεηηνπξγία εκθάληζεο ησλ απνηειεζκάησλ ηόζν ηεο πξνζεγγηζηηθήο ηηκήο 
όζν θαη ηεο «αθξηβνύο» ηηκήο ηνπ νινθιεξώκαηνο ζε θιάζκαηα (θαη ζε κνξθή 
νκσλύκσλ). εκεηώλνπκε εδώ πσο ε κνξθή ησλ απνηειεζκάησλ ζε θιάζκα 
είλαη ε κόλε αλακελόκελε ζε πεξηπηώζεηο νινθιήξσζεο πνιπσλύκσλ κε 
ξεηνύο ( = θιαζκαηηθνύο) ζπληειεζηέο, αλάκεζα ζε ξεηά όξηα (π.ρ. είλαη : 

∫             
  

  
 

 

 
). Απελαληίαο ζε πεξηπηώζεηο νινθιεξώζεσλ 

δηαθνξεηηθώλ ηύπσλ ή αλάκεζα ζε κε ξεηά όξηα, ε απαίηεζε ηεο εκθάληζεο 
θιαζκαηηθώλ απνηειεζκάησλ, νδεγεί ζε πξνζεγγίζεηο θαη όρη ζε αθξηβείο 

ηηκέο (εθηόο ειαρίζησλ εμαηξέζεσλ αθνύ π.ρ. είλαη : ∫            
 

 
). 

Σν επόκελν text box, αμηνπνηείηαη γηα ηελ εηζαγσγή ηνπ πιήζνπο ησλ ςεθίσλ, 
κε ηα νπνία ζα γίλεη ε ζηξνγγπινπνίεζε ησλ απνηειεζκάησλ θαη ηέινο 
αθνινπζεί ιίζηα επηινγήο ηξόπνπ εκθάληζεο ηεο ζηξνγγπινπνίεζεο κε 
ζεκαληηθά ή δεθαδηθά ςεθία. 
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ηηο επόκελεο δύν ζεηξέο ππάξρνπλ ηέζζεξα πεδία ζηα νπνία 
παξνπζηάδνληαη, ζε read only text boxes, νη δύν ηηκέο ηνπ νινθιεξώκαηνο 
(πξνζεγγηζηηθή - «αθξηβήο») ζηα αξηζηεξά θαη δύν εθθξάζεηο (ζρεηηθή - 
απόιπηε) γηα ηελ δηαθνξά ηεο πξνζεγγηζηηθήο από ηελ «αθξηβή» ηηκή ηνπ 
νινθιεξώκαηνο. 

ην δεύηεξν κέξνο, όπσο βιέπνπκε ζηελ παξαηηζέκελε Εικόνα 7, ππάξρεη ην 
ρεηξηζηήξην ειέγρνπ ησλ κεζόδσλ νινθιήξσζεο. Σν πεδίν απηό απνηειείηαη 
από έλα ζύλνιν δεθαηξηώλ buttons. Θα μεθηλήζνπκε από ηελ δεύηεξε ζεηξά. 
ην ζεκείν απηό ππάξρνπλ ηα buttons (κε ηα ραξαθηεξηζηηθά βέιε) 

απμνκείσζεο ηνπ  , δειαδή ηνπ πιήζνπο ησλ ππνδηαηξέζεσλ. ηηο κεζόδνπο 
«Riemann Left», «Riemann Right» θαη «Trapezoid» ε ηηκή ηνπ   κεηαβάιιεηαη 

δηαδνρηθά θαηά κηα κνλάδα ( ) κε θάζε πάηεκα ηνπ αληίζηνηρνπ button. ηελ 
κέζνδν «Simpson ηος 1/3», ε νπνία απαηηεί άξηην πιήζνο ππνδηαηξέζεσλ, ην 

  κεηαβάιιεηαη θαηά δύν κνλάδεο (ζηα βήκαηα : 2, 4, 6, 8, …) θαη θαηά ηξείο 
κνλάδεο (ζηα βήκαηα : 3, 6, 9, 12, …) ζηελ κέζνδν «Simpson ηων 3/8», ε 
νπνία απαηηεί πιήζνο ππνδηαηξέζεσλ πνιιαπιάζην ηνπ 3. Με ην πνληίθη 
παηεκέλν ζε θαζέλα από ηα δύν buttons, ιεηηνπξγεί ζπλερήο κεηαβνιή ηνπ   
θαη αληίζηνηρε κεηαβνιή ησλ απνηειεζκάησλ ηεο εθαξκνγήο. 

 

Δηθόλα 6 - Υεηξηζηήξην Διέγρνπ Μεζόδσλ Οινθιήξσζεο 

 
Σν button «The Graph» δεκηνπξγεί κόλνλ ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 
ζπλάξηεζεο πνπ έρεη εηζαρζεί. 
Σα «Riemann Left» θαη «Riemann Right» εθηεινύλ ηηο ιεηηνπξγίεο 
ππνινγηζκνύ ησλ δύν ηύπσλ νινθιεξσκάησλ (πξνζεγγηζηηθνύ - 
«αθξηβνύο»), ησλ ππνινγηζκό ησλ δύν δηαθνξώλ (απόιπηεο - ζρεηηθήο) ησλ 
νινθιεξσκάησλ θαη δεκηνπξγνύλ ηελ αληίζηνηρε ηεο κεζόδνπ γξαθηθή 
απεηθόληζε ζην Καξηεζηαλό ύζηεκα, κεηαμύ ηεο γξακκήο ηεο ζπλάξηεζεο 

θαη ηνπ άμνλα ησλ     
Σηο αληίζηνηρεο ιεηηνπξγίεο, ησλ κεζόδσλ πνπ αλαθέξνπλ πάλσ ηνπο, 
πινπνηνύλ θαη ηα άιια ηξία buttons, «Trapezoid», «Simpson ηνπ 1/3», 
«Simpson ησλ 3/8».  
Σν button «Integral» ζθηάδεη ηελ πεξηνρή ηεο γξαθηθήο αλαπαξάζηαζεο ηνπ 
νινθιεξώκαηνο (κε δηαθνξεηηθέο απνρξώζεηο γηα ηα δύν εκηεπίπεδα σο πξνο 
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ηνλ άμνλα ησλ ηεηκεκέλσλ),  κεηαμύ ησλ νξίσλ πνπ επηιέμακε θαη ππνινγίδεη 
ηελ ηηκή ηνπ. 
Με ην button «Clear» θαζαξίδνπκε ηα ζηνηρεία ηεο θόξκαο ππνδνρήο ησλ 
ζηνηρείσλ ηνπ πξνβιήκαηνο θαη δηαγξάθνπκε όιεο ηηο ελέξγεηεο πνπ έρνπλ 
θαηαγξαθεί ζην «Ηζηνξηθό» από ην άλνηγκα ηεο εθαξκνγήο, ή από ην 
ηειεπηαίν «Clear».  
Αθήζακε ηειεπηαίν ηνλ ζρνιηαζκό ηεο πξώηεο ζεηξάο ηνπ ρεηξηζηεξίνπ 
ειέγρνπ. Δθεί παξαηεξνύκε πσο ππάξρνπλ ηξία buttons, δύν αληίζεηα βέιε 
θαη αλάκεζα ην button κε εηηθέηα «Ηζηνξηθό». Όηαλ εθηεινύκε νπνηαδήπνηε 
από ηηο πξνεγνύκελεο ιεηηνπξγίεο θαη ζε νπνηνδήπνηε πιήζνο επαλαιήςεσλ, 
απηέο απνζεθεύνληαη πξνζσξηλά θαη κπνξνύλ λα εκθαληζηνύλ 
ζπγθεληξσηηθά ζε έλα αλαδπόκελν παξάζπξν ηνπ θπιινκεηξεηή, παηώληαο 
ην button «Ιζηνξηθό». Με ηα buttons βέιε (αξηζηεξά - δεμηά) κπνξνύκε λα 
πεξηεγεζνύκε ζηα απνζεθεπκέλα δεδνκέλα - απνηειέζκαηα ησλ ελεξγεηώλ 
ηνπ ρεηξηζηή ηεο εθαξκνγήο, από ηελ έλαξμε ηεο ηξέρνπζαο ζπλεδξίαο ή από 
ην ηειεπηαίν πάηεκα ηνπ πιήθηξνπ «Clear». Απηό επηηπγράλεηαη κε ηελ 
θαηαγξαθή ησλ παξακέηξσλ γηα θάζε πείξακα θαη ηελ επαλάιεςε ηεο 
εθηέιεζεο ησλ πεηξακάησλ κε ηηο ζπλζήθεο – παξακέηξνπο ηεο αξρηθήο ηνπο 
εθηέιεζεο. Ζ πξνζπέιαζε απηώλ ησλ δεδνκέλσλ είλαη δπλαηή κόλν ζεηξηαθά 
θαη όρη κε επηινγή ηνπο από θάπνηα εκθαλή ιίζηα. εκεηώλεηαη όηη ζην 
«Ηζηνξηθό» δελ θαηαγξάθνληαη πεξηζζόηεξεο από κία θνξά, ηα πεηξάκαηα 
πνπ επαλαιακβάλνληαη δηαδνρηθά θαη έρνπλ ηα ίδηα ραξαθηεξηζηηθά. Αθόκε 
δελ θαηαγξάθνληαη επαλαιεπηηθά ζην «Ηζηνξηθό», ηα πεηξάκαηα πνπ 
εθηεινύληαη θαηά ηελ ζεηξηαθή πεξηήγεζή ηνπ.  
Ζ ηειεπηαία ελεξγή ιεηηνπξγία επαλαιακβάλεηαη απηόκαηα, κε ηελ 
ηξνπνπνίεζε θαζ’ ελόο από ηα κεηαβιεηά ζηνηρεία ηνπ πξνβιήκαηνο. 

ην ηξίην κέξνο ηνπ γξαθηθνύ πεξηβάιινληνο (Εικόνα 7), ην νπνίν 
θαηαιακβάλεη θαη ην κεγαιύηεξν κέξνο ηεο νζόλεο, εκθαλίδεηαη ν canvas ηνπ 
Καξηεζηαλνύ πζηήκαηνο πληεηαγκέλσλ. 

 

 

Δηθόλα 7 - Καξηεζηαλό ύζηεκα πληεηαγκέλσλ (canvas) 

   

Σν κόλν ζηαζεξό ζηνηρείν ζε απηό ην ηκήκα είλαη ην ξνδέ ρξώκα [ 
                 ] ζην θόλην ηνπ ζπζηήκαηνο ζπληεηαγκέλσλ. Όια ηα 



Γξαθηθή Απεηθόληζε Μεζόδσλ Αξηζκεηηθήο Οινθιήξσζεο                   Σζαθαιίδεο Κσλζηαληίλνο 

 

 
37 

ππόινηπα ζηνηρεία επεξεάδνληαη από ηα δεδνκέλα ηνπ πξνβιήκαηνο θαη 
αιιάδνπλ θαηά πεξίπησζε. Οη θαηαθόξπθεο γξακκέο ηνπ πιέγκαηνο 
δειώλνπλ ηα ζεκεία ησλ ππνδηαηξέζεσλ θαη ην πιήζνο ηνπο εθθξάδεηαη από 

ηνλ     .  

Σν ύζηεκα πληεηαγκέλσλ είλαη νξζνγώλην, αιιά όρη θαλνληθό, όπσο ην 
έρνπκε ζηα ζρνιηθά Μαζεκαηηθά. Σν δηάζηεκα ηηκώλ ζηνλ άμνλα ησλ 
ηεηαγκέλσλ έρεη άθξα κεηαμύ ησλ αθξαίσλ ηηκώλ (κέγηζηε -  ειάρηζηε), πνπ 
ιακβάλεη ε ππό κειέηελ ζπλάξηεζε ζην δηάζηεκα νινθιήξσζεο. Απηέο νη 
αθξαίεο ηηκέο ππνινγίδνληαη (θαη ίζσο πξνθύπηνπλ δηαθνξνπνηεκέλεο) ζε 
θάζε επηινγή δξάζεο ηεο εθαξκνγήο. Σν δηάζηεκα απηό θιηκαθώλεηαη ζε έλα 
ζηαζεξό πιήζνο θαηαηκήζεσλ. ηνλ άμνλα όκσο ησλ ηεηκεκέλσλ, κε κήθνο 
θάζε θνξά ηελ απόζηαζε ησλ άθξσλ νινθιήξσζεο, γίλεηαη θαηάηκεζε ε 

νπνία εθθξάδεηαη από ην κεηαβιεηό πιήζνο   ησλ θαηαηκήζεσλ ηνπ 
δηαζηήκαηνο       νινθιήξσζεο.  

Σελ ζπλάξηεζε αλαπαξηζηά ε θακπύιε κε ην πξάζηλν ρξώκα ε νπνία 
παξακέλεη ζηαζεξή όζν δελ αιιάδνπκε ηνλ ηύπν ζπλάξηεζεο ή ηα όξηα ηνπ 

νινθιεξώκαηνο πνπ έρνπκε ζέζεη αξρηθά. Μεηαμύ ηνπ άμνλα ησλ   θαη ηεο 
γξαθηθήο αλαπαξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο νη θακπύιεο πνπ θαίλνληαη είλαη νη 
πξνζεγγηζηηθέο παξεκβνιέο Lagrange, πνπ δεκηνπξγνύληαη θαηά πεξίπησζε 
από ηελ επηιεγκέλε πξνζεγγηζηηθή κέζνδν. Ζ πεξηνρή απηή ρξσκαηίδεηαη 
ελαιιάμ ζε θαηαθόξπθεο δώλεο, αλάινγα κε ην πώο ρεηξίδεηαη ε θάζε 
πξνζεγγηζηηθή κέζνδνο ηηο ππνδηαηξέζεηο (ελαιιαγή ρξώκαηνο αλά κία δώλε 
ζηηο ηξείο πξώηεο, αλά δύν δώλεο ζηελ Simpson ηος 1/3 θαη αλά ηξείο δώλεο 
ζηελ Simpson ηων 3/8).  

Ωο παξάδεηγκα, ζηελ παξαπάλσ εηθόλα βιέπνπκε ηελ εθαξκνγή ηεο κεζόδνπ 

Simpson ησλ 3/8 γηα     ζηελ ζπλάξηεζε                   
 

 
 . Ζ κέζνδνο 

απηή ρεηξίδεηαη ηηο     ππνδηαηξέζεηο ζε δύν ηξηάδεο απ’ όπνπ θαη νη δπν 
δηαθνξεηηθώλ ρξσκαηηζκώλ δώλεο, ζηα δηαζηήκαηα ηνπ                θαη 
           . 

ηελ γσλία πάλσ δεμηά αλαθέξεηαη ε κέζνδνο πνπ είλαη ελεξγή θάζε θνξά θαη 
ζην θέληξν ζην θάησ ηκήκα ηεο εηθόλαο θαίλνληαη θάζε ζηηγκή νη 
ζπληεηαγκέλεο ηνπ δείθηε (ζηαπξόλεκα) ηνπ πνληηθηνύ καο θαηά ηελ 
κεηαθίλεζε ηνπ πάλσ ζην Καξηεζηαλό ύζηεκα πληεηαγκέλσλ (canvas). 

Όπσο είρακε πεη λσξίηεξα, θαηά ηελ αλαθνξά ηνπ ηξόπνπ εηζαγσγήο ησλ 

νξίσλ     ζηα αληίζηνηρα text boxes, κπνξνύκε λα εηζάγνπκε όξηα κε πην 
δπλακηθό ηξόπν. Γειαδή, αλ έρνπκε εηζάγεη πιήξσο ηα απαξαίηεηα ζηνηρεία 
γηα ηελ εθαξκνγή κηαο πξνζεγγηζηηθήο κεζόδνπ, έρεη παξαρζεί ήδε έλα 
απνηέιεζκα (αξηζκεηηθό - γξαθηθό) θαη ζέινπκε λα αιιάμνπκε ηα όξηα ηνπ 
νινθιεξώκαηνο, κπνξνύκε λα θάλνπκε δπν δηαδνρηθά θιηθ πάλσ ζηνλ 
canvas ηνπ ζπζηήκαηνο ζπληεηαγκέλσλ θαη λα ζεκαδέςνπκε ηα άθξα ηνπ 
επηζπκεηνύ δηαζηήκαηνο. Καζέλα από ηα ζεκεία πνπ επηιέγνπκε 
επηζεκαίλεηαη κε «x» πάλσ ζηελ θακπύιε, ζε ζεκείν πνπ έρεη ηεηκεκέλε 
απηή ηνπ ζεκείνπ πνπ επηιέμακε. Μεηά ηελ επηινγή ηνπ δεύηεξνπ ζεκείνπ 
επαλαιακβάλεηαη ε ηειεπηαία ελεξγόο δηαδηθαζία, νπόηε αλαλεώλεηαη ε εηθόλα 
θαη ηνπνζεηνύληαη ζηελ θόξκα λέεο ηηκέο ζε όια ηα ζρεηηθά πεδία (άθξα 
νινθιήξσζεο - πξνζεγγηζηηθή θαη «αθξηβήο» ηηκή ηνπ νινθιεξώκαηνο -  
δηαθνξέο νινθιεξσκάησλ). Ζ ζπγθεθξηκέλε δηαδηθαζία θξίλεηαη εμαηξεηηθά 
ζεκαληηθή, αθνύ κε πνιύ εύθνιν ρεηξηζκό κπνξνύκε λα εζηηάζνπκε ην 
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ελδηαθέξνλ καο ζε νπνηνδήπνηε ππνδηάζηεκα ησλ άθξσλ ηνπ 
νινθιεξώκαηνο θαη λα παξαηεξήζνπκε ηελ ζπκπεξηθνξά ηεο ζπλάξηεζεο 
«θάησ από έλαλ πνιύ ηζρπξό κεγεζπληηθό θαθό». 
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Δπηκέξνπο παξνπζίαζε ησλ κεζόδσλ νινθιήξσζεο 

 

ην ζεκείν απηό ηεο εξγαζίαο καο ζα θάλνπκε έλαλ εθηελή ζρνιηαζκό πάλσ 
ζηελ απεηθόληζε ησλ κεζόδσλ νινθιήξσζεο, κε ηελ βνήζεηα εηθόλσλ πνπ 
παξνπζηάδνπλ ηελ δηαδνρηθή εθαξκνγή απηώλ ησλ κεζόδσλ όζν απμάλεηαη ην 
πιήζνο ησλ ππνδηαηξέζεσλ. Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε ζε όια ηα πεηξάκαηα ην 
ίδην νινθιήξσκα (ζπλάξηεζε – άθξα νινθιήξσζεο), ην ίδην πιήζνο 

ππνδηαηξέζεσλ ( ), εθηόο από ην αξρηθό βήκα, έηζη ώζηε ζην ηέινο λα κπνξεί 
λα γίλεη ζύγθξηζε ησλ κεζόδσλ. 

Γηα ηνλ ζθνπό απηό επηιέγνπκε ηελ ζπλάξηεζε κε ηύπν :               
   , κε δηάζηεκα νινθιήξσζεο ην       θαη «αθξηβή» ηηκή νινθιεξώκαηνο : 

∫                            
  

 

 

 
. 

 

Αξηζηεξό θαη Γεμί άζξνηζκα Riemann 

Γηα ηηο δύν παξόκνηεο απηέο πεξηπηώζεηο, ζηνπο επόκελνπο δύν πίλαθεο 
παξνπζηάδεηαη ε εμειηθηηθή πνξεία ηνπ πξνζεγγηζηηθνύ νινθιεξώκαηνο. Απηό 
πνπ ζα πξέπεη λα δηεπθξηλίζνπκε είλαη ε κεγάιε απόθιηζε ηεο πξνζέγγηζεο 

ζην πξώην βήκα. ην Αξηζηεξό Άζξνηζκα, γηα    , ην δηάζηεκα καο είλαη ην 
      θαη παξαηεξνύκε όηη δελ θαίλεηαη λα έρεη δεκηνπξγεζεί θαλέλα 
νξζνγώλην. Απηό νθείιεηαη ζην όηη ε ζπλάξηεζε ζην αξηζηεξό άθξν ηνπ 
δηαζηήκαηνο πεξλάεη από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ       θαη ην νξζνγώλην πνπ 
πξέπεη λα κεηξεζεί, σο πξώην πξνζεγγηζηηθό νινθιήξσκα (από ην δεμί άθξν 
   , πξνο ην αξηζηεξό άθξν     θαη ζην ύςνο ηνπ       ),  νξίδεηαη από 
ηηο θνξπθέο : (                                                     
     . Γειαδή εθθπιίδεηαη ζε επζύγξακκν ηκήκα, κε κεδεληθό εκβαδό. Σν ίδην 
θαηλόκελν έρνπκε ζην πξώην από ηα δηαζηήκαηα ηεο δηακέξηζεο, γηα 
νπνηαδήπνηε ηηκή ηνπ n. Αθνινπζνύλ εηθόλεο πξνζεγγηζηηθώλ 

νινθιεξσκάησλ γηα κία πνηθηιία ηηκώλ ηνπ  .  

 
 

Αξηζηεξό Άζξνηζκα Riemann 
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Πίλαθαο 2 - Δμέιημε Αξηζηεξνύ Αζξνίζκαηνο Riemann 

 

 
 

Γεμί Άζξνηζκα Riemann 

  

        

  

          



Γξαθηθή Απεηθόληζε Μεζόδσλ Αξηζκεηηθήο Οινθιήξσζεο                   Σζαθαιίδεο Κσλζηαληίλνο 

 

 
41 

  

          

Πίλαθαο 3 - Δμέιημε Γεμηνύ Αζξνίζκαηνο Riemann 

 

ε δύν μερσξηζηνύο πίλαθεο πνπ αθνινπζνύλ θαίλνληαη ηα αξηζκεηηθά 
απνηειέζκαηα ησλ απεηθνλίζεσλ πνπ κόιηο πξνεγήζεθαλ. ηελ ζπγθεθξηκέλε 
ζπλάξηεζε ε κέζνδνο ηνπ Αξηζηεξνύ Αζξνίζκαηνο πξνζεγγίδεη θαιιίηεξα (κε 
επηιεγκέλε αθξίβεηα 18 ζεκαληηθώλ ςεθίσλ) ηελ «αθξηβή» ηηκή ηνπ 

νινθιεξώκαηνο  ∫                           
  

 
  

 

 
 ζηηο έμη 

πεξηπηώζεηο ησλ ππνδηαηξέζεσλ πνπ εδώ δνθηκάζακε.  

 

 Αξηζηεξό Άζξνηζκα Riemann 

  
Πξνζέγγηζε 

(ζηξνγγπινπ. 18 ςεθ.) 
|θάικα| θάικα % 

1 0.00000000000000000 3.33333333333333348 100.000000000000000 % 

2 1.50000000000000000 1.83333333333333348 55.0000000000000000 % 

12 3.00462962962962798 0.328703703703705497 9.86111111111116578 % 

24 3.16782407407407307 0.165509259259260411 4.96527777777781232 % 

42 3.23847316704459409 0.0948601662887393893 2.84580498866218168 % 

60 3.26685185185185034 0.0664814814814831401 1.99444444444449420 % 

Πίλαθαο 4 - Μεηξήζεηο Αξηζηεξνύ Αζξνίζκαηνο 

 

 Γεμί Άζξνηζκα Riemann 

  
Πξνζέγγηζε 

(ζηξνγγπινπ. 18 ςεθ.) 
|θάικα| θάικα % 

1 3.33333333333333348 4.66666666666666607 139.999999999999972 % 

2 5.50000000000000000 2.16666666666666652 65.0000000000000000 % 

12 3.67129629629629450 0.337962962962961022 10.1388888888888307 % 

24 3.50115740740740655 0.167824074074073071 5.03472222222219123 % 

42 3.42894935752078478 0.0956160241874512984 2.86848072562353895 % 

60 3.40018518518518365 0.0668518518518501637 2.00555555555550491 % 

Πίλαθαο 5 - Μεηξήζεηο Γεμηνύ Αζξνίζκαηνο 
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Σξαπεδνεηδήο Καλόλαο 

 

Σξαπεδνεηδήο Καλόλαο 

  

        

  

          

  

          

Πίλαθαο 6 - Δμέιημε Σξαπεδνεηδνύο Καλόλα 

 

ηνλ επόκελν πίλαθα παξαζέηνπκε ηα αληίζηνηρα αξηζκεηηθά απνηειέζκαηα 
ησλ απεηθνλίζεσλ ηνπ Πίνακα 6. 

 

 Σξαπεδνεηδήο Καλόλαο 

  
Πξνζέγγηζε 

(ζηξνγγπινπ. 18 ςεθ.) 
|θάικα| θάικα % 

1 4.00000000000000000 0.666666666666666519 19.9999999999999964 % 

6 3.35185185185184942 0.0185185185185159362 0.555555555555478087 % 

12 3.33796296296296102 0.00462962962962754077 0.138888888888826223 % 

24 3.33449074074073959 0.00115740740740610804 0.0347222222221832411 % 

42 3.33371126228268944 0.000377928949355954558 0.0113378684806786367 % 

60 3.33351851851851677 0.000185185185183289747 0.00555555555549869240 % 

Πίλαθαο 7 - Μεηξήζεηο Σξαπεδνεηδνύο Καλόλα 
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Καλόλαο Simpson ηνπ 1/3 

 

Simpson ηνπ 1/3 

  

        

  

          

  

          

Πίλαθαο 8 - Δμέιημε Καλόλα Simpson ηνπ 1/3 

 

Τπελζύκηζε : ∫                           
  

 
 

 

 
 

 Simpson ηνπ 1/3 

  
Πξνζέγγηζε 

(ζηξνγγπινπ. 18 ςεθ.) 
|θάικα| θάικα % 

2 3.33333333333333304 4.44089209850062616e-16 1.33226762955018785e-14 % 

6 3.33333333333333171 1.77635683940025046e-15 5.32907051820075139e-14 % 

12 3.33333333333333215 1.33226762955018785e-15 3.99680288865056355e-14 % 

24 3.33333333333333215 1.33226762955018785e-15 3.99680288865056355e-14 % 

42 3.33333333333333304 4.44089209850062616e-16 1.33226762955018785e-14 % 

60 3.33333333333333304 4.44089209850062616e-16 1.33226762955018785e-14 % 

Πίλαθαο 9 - Μεηξήζεηο Simpson ηνπ 1/3 
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Με ηξόπν παξαπιαλεηηθό ζηνλ αξηζκεηηθό Πίλαθα 9 θαίλεηαη πσο ε 
πξνζεγγηζηηθή ηηκή ηνπ νινθιεξώκαηνο είλαη πνιύ θνληά ζηελ «αθξηβή» ηηκή, 
από ην πξώην βήκα εθαξκνγήο ηεο κεζόδνπ γηα ηελ ζπγθεθξηκέλε 
ζπλάξηεζε. Από ηελ αληίζηνηρε εηθόλα όκσο γίλεηαη αληηιεπηό όηη νη αξηζκνί 
εμαπαηνύλ (από ζύκπησζε). Ζ ζπλάξηεζή καο είλαη ηξηηνβάζκηα θαη δελ είλαη 
δπλαηόλ λα ηαπηηζηεί κε κία παξαβνιή. 

ηηο γξακκέο πνπ αθνινπζνύλ βιέπνπκε θαηά βήκα βειηίσζε ηεο 
πξνζέγγηζεο θαη ηαύηηζε απνηειεζκάησλ ζηηο δύν ηειεπηαίεο. Πηζαλώο 
δειαδή ν πξόζζεηνο θόπνο κε ππθλόηεξε δηακέξηζε, λα κελ θέξεη θαιιίηεξα 
απνηειέζκαηα. 

Αμίδεη λα ζεκεησζεί όηη, γηα ην ζπγθεθξηκέλν πάληα πξόβιεκα, έρνπκε 
(ζπκπησκαηηθά;) ηαύηηζε πξνζέγγηζεο θαη «αθξηβνύο» ηηκήο ηνπ 

νινθιεξώκαηνο ζηα βήκαηα, πνπ δελ θαίλνληαη παξαπάλσ, κε     , 
    ,      (ε επαιήζεπζε ησλ γξαθνκέλσλ γίλεηαη εύθνια ζηελ online 
εθαξκνγή). 

 

Καλόλαο Simpson ησλ 3/8 
 

Simpson ησλ 3/8 

  

        

  

          

  

          

Πίλαθαο 10 - Δμέιημε Καλόλα Simpson ησλ 3/8 

http://aetos.it.teithe.gr/~kontsak


Γξαθηθή Απεηθόληζε Μεζόδσλ Αξηζκεηηθήο Οινθιήξσζεο                   Σζαθαιίδεο Κσλζηαληίλνο 

 

 
45 

 
 

 Simpson ησλ 3/8 

  
Πξνζέγγηζε 

(ζηξνγγπινπ. 18 ςεθ.) 
|θάικα| θάικα % 

3 3.33333333333333037 3.10862446895043831e-15 9.32587340685131494e-14 % 

6 3.33333333333333126 2.22044604925031308e-15 6.66133814775093924e-14 % 

12 3.33333333333333215 1.33226762955018785e-15 3.99680288865056355e-14 % 

24 3.33333333333333171 1.77635683940025046e-15 5.32907051820075139e-14 % 

42 3.33333333333333215 1.33226762955018785e-15 3.99680288865056355e-14 % 

60 3.33333333333333393 4.44089209850062616e-16 1.33226762955018785e-14 % 

Πίλαθαο 11 - Μεηξήζεηο Simpson ησλ 3/8 

 

Παξαηεξνύκε κεηά ηελ παξάζεζε ησλ απνηειεζκάησλ όισλ ησλ κεζόδσλ όηη 
ηελ θαιιίηεξε πξνζέγγηζε παξνπζηάδεη ε κέζνδνο Simpson 1/3. 

 

Παξνπζίαζε δείγκαηνο ηνπ ηεξνύκελνπ ηζηνξηθνύ 

 

Αο ππνζέζνπκε πσο από ηελ έλαξμε ηεο εθηέιεζεο ηεο εθαξκνγήο έρνπκε 
εθηειέζεη κόλν ηα πεηξάκαηα πνπ αλαθέξνληαη ζηελ ελόηεηα «Δπηκέξνπο 
παξνπζίαζε ησλ κεζόδσλ νινθιήξσζεο» ηνπ 4νπ Κεθαιαίνπ. Αο δερζνύκε 
αθόκε πσο από θάζε κέζνδν δνθηκάζακε κόλν ηελ 2ε πεξίπησζε δηακέξηζεο 

ηνπ δηαζηήκαηνο νινθιήξσζεο, γηα    . Σόηε ε παξνπζίαζε ηεο 
θαηαγξαθήο από ην «Ηζηνξηθό» έρεη ηελ αθόινπζε κνξθή : 

 

#
# 

Αρ. 
Σσνάρτησης# 

Σσνάρτηση a b n Κλάσματα Στρογγσλοποίηση 
Σημαντικά 

Ψηυία 
Ενέργεια 

1 25 
sqrt(1-
cos(2x)) 

0 
1.5707963
26794896
6 

6 false 54 true The Graph 

2 49 
7x-
8.5x^2+3x^
3 

0 2 6 false 54 true The Graph 

3 

49 
7x-
8.5x^2+3x^
3 

0 2 6 false 54 true 
Riemann 
Left 

Ολοκλήρωμα :  3.33333333333333348136306995002087205648422241210937500 Προσέγγιση :  2.68518518518518289894814188301097601652145385742187500 

|Σφάλμα| :  0.648148148148150582414928067009896039962768554687500000 Σφάλμα :  19.4444444444445174724478420102
968811988830566406250000 % 

 

Polygon(1) : (x1, y1) = (0, 0) - (x2, y2) = (0.3333333333333333, 0) - (x3, y3) = 
(0.3333333333333333, 0) - (x4, y4) = (0, 0) 

Polygon(2) : (x1, y1) = (0.3333333333333333, 0) - (x2, y2) = (0.6666666666666666, 0) - 
(x3, y3) = (0.6666666666666666, 1.4999999999999998) - (x4, y4) = (0.3333333333333333, 
1.4999999999999998) 

Polygon(3) : (x1, y1) = (0.6666666666666666, 0) - (x2, y2) = (1, 0) - (x3, y3) = (1, 
1.777777777777777) - (x4, y4) = (0.6666666666666666, 1.777777777777777) 

Polygon(4) : (x1, y1) = (1, 0) - (x2, y2) = (1.3333333333333333, 0) - (x3, y3) = 
(1.3333333333333333, 1.5) - (x4, y4) = (1, 1.5) 

Polygon(5) : (x1, y1) = (1.3333333333333333, 0) - (x2, y2) = (1.6666666666666665, 0) - 
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(x3, y3) = (1.6666666666666665, 1.3333333333333304) - (x4, y4) = (1.3333333333333333, 
1.3333333333333304) 

Polygon(6) : (x1, y1) = (1.6666666666666665, 0) - (x2, y2) = (1.9999999999999998, 0) - 
(x3, y3) = (1.9999999999999998, 1.9444444444444429) - (x4, y4) = (1.6666666666666665, 
1.9444444444444429) 

 

4 

49 
7x-
8.5x^2+3x^
3 

0 2 6 false 54 true 
Riemann 
Right 

Ολοκλήρωμα :  
3.3333333333333334813630699500
2087205648422241210937500 Προσέγγιση :  

4.018518518518516380311211833
03184807300567626953125000 

|Σφάλμα| :  0.6851851851851828989481418830
10976016521453857421875000 

Σφάλμα :  20.55555555555548608026583679
02040481567382812500000000 % 

 

Polygon(1) : (x1, y1) = (0, 0) - (x2, y2) = (0.3333333333333333, 0) - (x3, y3) = 
(0.3333333333333333, 1.4999999999999998) - (x4, y4) = (0, 1.4999999999999998) 

Polygon(2) : (x1, y1) = (0.3333333333333333, 0) - (x2, y2) = (0.6666666666666666, 0) - 
(x3, y3) = (0.6666666666666666, 1.777777777777777) - (x4, y4) = (0.3333333333333333, 
1.777777777777777) 

Polygon(3) : (x1, y1) = (0.6666666666666666, 0) - (x2, y2) = (1, 0) - (x3, y3) = (1, 
1.5) - (x4, y4) = (0.6666666666666666, 1.5) 

Polygon(4) : (x1, y1) = (1, 0) - (x2, y2) = (1.3333333333333333, 0) - (x3, y3) = 
(1.3333333333333333, 1.3333333333333304) - (x4, y4) = (1, 1.3333333333333304) 

Polygon(5) : (x1, y1) = (1.3333333333333333, 0) - (x2, y2) = (1.6666666666666665, 0) - 
(x3, y3) = (1.6666666666666665, 1.9444444444444429) - (x4, y4) = (1.3333333333333333, 
1.9444444444444429) 

Polygon(6) : (x1, y1) = (1.6666666666666665, 0) - (x2, y2) = (1.9999999999999998, 0) - 
(x3, y3) = (1.9999999999999998, 4) - (x4, y4) = (1.6666666666666665, 4) 

 

5 

49 
7x-
8.5x^2+3x^
3 

0 2 6 false 54 true Trapezoid 

Ολοκλήρωμα :  3.3333333333333334813630699500
2087205648422241210937500 

Προσέγγιση :  3.351851851851849417585071932
99010396003723144531250000 

|Σφάλμα| :  0.0185185185185159362220019829692319035530090332031250000 Σφάλμα :  0.555555555555478086660059489076957106590270996093750000 % 
 

Polygon(1) : (x1, y1) = (0, 0) - (x2, y2) = (0.3333333333333333, 0) - (x3, y3) = 
(0.3333333333333333, 1.4999999999999998) - (x4, y4) = (0, 0) 

Polygon(2) : (x1, y1) = (0.3333333333333333, 0) - (x2, y2) = (0.6666666666666666, 0) - 
(x3, y3) = (0.6666666666666666, 1.777777777777777) - (x4, y4) = (0.3333333333333333, 
1.4999999999999998) 

Polygon(3) : (x1, y1) = (0.6666666666666666, 0) - (x2, y2) = (1, 0) - (x3, y3) = (1, 
1.5) - (x4, y4) = (0.6666666666666666, 1.777777777777777) 

Polygon(4) : (x1, y1) = (1, 0) - (x2, y2) = (1.3333333333333333, 0) - (x3, y3) = 
(1.3333333333333333, 1.3333333333333304) - (x4, y4) = (1, 1.5) 

Polygon(5) : (x1, y1) = (1.3333333333333333, 0) - (x2, y2) = (1.6666666666666665, 0) - 
(x3, y3) = (1.6666666666666665, 1.9444444444444429) - (x4, y4) = (1.3333333333333333, 
1.3333333333333304) 

Polygon(6) : (x1, y1) = (1.6666666666666665, 0) - (x2, y2) = (1.9999999999999998, 0) - 
(x3, y3) = (1.9999999999999998, 4) - (x4, y4) = (1.6666666666666665, 1.9444444444444429) 

 

6 

49 
7x-
8.5x^2+3x^
3 

0 2 6 false 54 true 
Simpson's 
1/3 

Ολοκλήρωμα :  3.33333333333333348136306995002087205648422241210937500 Προσέγγιση :  3.33333333333333170500623054977040737867355346679687500 

|Σφάλμα| :  1.77635683940025046467781066894531250000000000000000000e-15 Σφάλμα :  
5.329070518200751394033432006
83593750000000000000000000e-
14 % 

 

Points(1) : (x1, y1) = (0, 0) - (x2, y2) = (0.3333333333333333, 1.4999999999999998) - 
(x3, y3) = (0.6666666666666666, 1.777777777777777) 
quadraticCurve(1) : y = 0 * (x-0.3333333333333333) * (x-
0.6666666666666666)/0.2222222222222222 + 1.4999999999999998 * (x-0) * (x-
0.6666666666666666)/-0.1111111111111111 + 1.777777777777777 * (x-0) * (x-
0.3333333333333333)/0.2222222222222222 

Points(2) : (x1, y1) = (0.6666666666666666, 1.777777777777777) - (x2, y2) = (1, 1.5) - 
(x3, y3) = (1.3333333333333333, 1.3333333333333304) 
quadraticCurve(2) : y = 1.777777777777777 * (x-1) * (x-
1.3333333333333333)/0.22222222222222224 + 1.5 * (x-0.6666666666666666) * (x-
1.3333333333333333)/-0.1111111111111111 + 1.3333333333333304 * (x-0.6666666666666666) * 
(x-1)/0.22222222222222215 

Points(3) : (x1, y1) = (1.3333333333333333, 1.3333333333333304) - (x2, y2) = 
(1.6666666666666665, 1.9444444444444429) - (x3, y3) = (1.9999999999999998, 4) 
quadraticCurve(3) : y = 1.3333333333333304 * (x-1.6666666666666665) * (x-
1.9999999999999998)/0.22222222222222213 + 1.9444444444444429 * (x-1.3333333333333333) * 
(x-1.9999999999999998)/-0.11111111111111106 + 4 * (x-1.3333333333333333) * (x-
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1.6666666666666665)/0.22222222222222213 
 

7 

49 
7x-
8.5x^2+3x^
3 

0 2 6 false 54 true 
Simpson's 
3/8 

Ολοκλήρωμα :  10/3 = 10/3 Προσέγγιση :  10/3 = 10/3 

|Σφάλμα| :  
2.2204460492503130808472633361
8164062500000000000000000e-15 Σφάλμα :  

6.661338147750939242541790008
54492187500000000000000000e-
14 % 

 

Points(1) : (x1, y1) = (0, 0) - (x2, y2) = (0.3333333333333333, 1.4999999999999998) - 
(x3, y3) = (0.6666666666666666, 1.777777777777777) - (x4, y4) = (1, 1.5) 
cubicCurve(1) : y = 0 * (x-0.3333333333333333) * (x-0.6666666666666666) * (x-1)/-
0.2222222222222222 + 1.4999999999999998 * (x-0) * (x-0.6666666666666666) * (x-
1)/0.07407407407407408 + 1.777777777777777 * (x-0) * (x-0.3333333333333333) * (x-1)/-
0.07407407407407408 + 1.5 * (x-0) * (x-0.3333333333333333) * (x-
0.6666666666666666)/0.22222222222222227 

Points(2) : (x1, y1) = (1, 1.5) - (x2, y2) = (1.3333333333333333, 1.3333333333333304) - 
(x3, y3) = (1.6666666666666665, 1.9444444444444429) - (x4, y4) = (1.9999999999999998, 4) 
cubicCurve(2) : y = 1.5 * (x-1.3333333333333333) * (x-1.6666666666666665) * (x-
1.9999999999999998)/-0.22222222222222207 + 1.3333333333333304 * (x-1) * (x-
1.6666666666666665) * (x-1.9999999999999998)/0.07407407407407403 + 1.9444444444444429 * 
(x-1) * (x-1.3333333333333333) * (x-1.9999999999999998)/-0.07407407407407403 + 4 * (x-1) 
* (x-1.3333333333333333) * (x-1.6666666666666665)/0.2222222222222221 

 

Πίλαθαο 12 - Δλδεηθηηθή Δηθόλα Ιζηνξηθνύ 

 

Ιρλειάηεζε ηεο απνηύπσζεο ηνπ «Ιζηνξηθνύ», θαηά γξακκή : 

 

1. Καηά ηελ εθθίλεζε ηεο εθαξκνγήο απηόκαηε εθηέιεζε ηεο δηαδηθαζίαο 
ηεο Γξαθηθήο παξάζηαζεο γηα ηελ «ηπραία» επηιεγκέλε ζπλάξηεζε κε 
ηύπν :                       , πνπ βξίζθεηαη ζηελ 25ε ζέζε ηνπ 
πίλαθα κε ηηο πξν-θαηαρσξεκέλεο ζπλαξηήζεηο, κε άθξα νινθιήξσζεο 

    θαη                     ,    , κε επηιεγκέλε ηελ 
θιαζκαηηθή κνξθή ησλ απνηειεζκάησλ, ςεθία ζηξνγγπινπνίεζεο   , 
ε ζηξνγγπινπνίεζε κε ζεκαληηθά ςεθία θαη ηέινο, ελεξγόο δηαδηθαζία 
απηή πνπ παξνπζηάδεη ηελ γξαθηθή παξάζηαζε. 

2. Δπηινγή ζπλάξηεζεο από ηελ ιίζηα ηεο 49εο, κε ηύπν :          
         , κε άθξα     θαη    , ηα ινηπά δε ζηνηρεία όπσο ηα 
αλαθεξζέληα γηα ηελ 1ε γξακκή. 

3. Μία γξακκή όπσο ε πξνεγνύκελε (2), κε κόλε δηαθνξνπνίεζε ζην 
ηειεπηαίν ζηνηρείν, ην νπνίν θαλεξώλεη όηη δεηήζεθε ε εθηέιεζε ηεο 
δηαδηθαζίαο «Riemann Left». Σα επηπιένλ ζηνηρεία πνπ παξάγεη ε 
επηιεγείζα δηαδηθαζία αλαθέξνληαη ζηα πηλαθνπνηεκέλα ζηνηρεία ηεο 
γξακκήο πνπ αλαιύνπκε. Έηζη έρνπκε αλαθνξέο ζρεηηθέο κε ηηο αμίεο 
ηνπ νινθιεξώκαηνο, ηεο πξνζέγγηζεο θαη ηεο κεηαμύ ηνπο δηαθνξάο 

θαη από θάησ νη ζπληεηαγκέλεο ησλ θνξπθώλ ησλ     νξζνγσλίσλ, 
πνπ πξνθύπηνπλ από ηελ εθαξκνγή ηεο κεζόδνπ. 

4. Πεξηερόκελν πνπ δηαθνξνπνηείηαη ζε ζρέζε κε ηελ πξνεγνύκελε 
γξακκή (3), κόλν ζηελ έλδεημε ηεο δηαδηθαζίαο πνπ επέιεμε ν 
ρεηξηζηήο, εδώ «Riemann Right» θαη ζηα αξηζκεηηθά δεδνκέλα πνπ 
αθνινπζνύλ (ζρνιηάζηεθαλ ήδε ζηελ ελόηεηα : «Δπηκέξνπο 
παξνπζίαζε ησλ κεζόδσλ νινθιήξσζεο»). 

5. Δπηινγή δηαθνξεηηθήο δηαδηθαζίαο από απηήλ ηεο πξνεγνύκελεο 
γξακκήο (4), εδώ «Trapezoid», θαη ζηα αξηζκεηηθά ζηνηρεία πνπ 

αθνινπζνύλ. Οη     ηεηξάδεο ζεκείσλ πνπ αλαθέξνληαη εδώ, 
παξηζηάλνπλ ηηο θνξπθέο ησλ αληίζηνηρσλ ηξαπεδίσλ. 
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6. Νέα δηαδηθαζία : «Simpson's 1/3» κε δηαθνξνπνίεζε ζην αξηζκεηηθό 
κέγεζνο ηεο πξνζέγγηζεο, ζηελ εκθάληζε ησλ δηαθνξώλ, όπνπ νη 

εθθξάζεηο «    » θαη «    » ζην ηειείσκα ησλ ηηκώλ ηνπο, 

εθθξάδεη κε scientific notation (επί 
 

     θαη επί 
 

     αληίζηνηρα) ην πνιύ 

κηθξό αληίζηνηρν κέγεζνο. Δπηπιένλ έρνπκε ηα ζηνηρεία ηξηώλ νκάδσλ 
δηαδνρηθώλ ζεκείσλ : [{x0=a, x1, x2}, {x2,  x3, x4}, {x4, x5, x6=b}], πνπ 

πξνθύπηνπλ από ηα     δηαηξεηηθά ζεκεία ηεο δηακέξηζεο θαη νη ηξείο 
εμηζώζεηο ησλ ηξηώλ παξαβνιώλ, νη νπνίεο πξνθύπηνπλ αληίζηνηρα, κε 
παξεκβνιή Lagrange, αλά νκάδα ηξηώλ δηαδνρηθώλ δηαηξεηηθώλ 
ζεκείσλ ηνπ δηαζηήκαηνο      . 

7. ηνηρεία όπσο απηά ηεο πξνεγνύκελεο γξακκήο (6), κε λέν όλνκα γηα 
ηελ επηιεγκέλε δηαδηθαζία : «Simpson's 3/8», κε θιαζκαηηθά 

απνηειέζκαηα γηα ηηο ηηκέο  ∫                           
  

 
  

 

 
 

ησλ νινθιεξσκάησλ (πξνζεγγηζηηθή – «αθξηβή»), κε ζηνηρεία γηα ηα 

    δηαηξεηηθά ζεκεία ηεο δηακέξηζεο, ζε δύν νκάδεο ησλ ηεζζάξσλ 
δηαδνρηθώλ : [{x0=a, x1, x2, x3},  {x3, x4, x5, x6=b}] θαη ηηο αληίζηνηρεο θαηά 
πεξίπησζε εμηζώζεηο ηξίηνπ βαζκνύ, πνπ δίλεη ε παξεκβνιή Lagrange 
γηα ηα δεδνκέλα απηήο ηεο ελέξγεηαο. 

εκεηώλνπκε εδώ πσο κε αιιαγή κόλν ηνπ πιήζνπο   ησλ δηαζηεκάησλ ηεο 
δηακέξηζεο, ζε θάζε κία από ηηο παξαπάλσ πεξηπηώζεηο ζα αλαθέξνληαη 
αληίζηνηρα : ηόζεο νκάδεο ζπληεηαγκέλσλ θνξπθώλ νξζνγσλίσλ ή 
ηξαπεδίσλ, ηόζεο νκάδεο ηξηάδσλ ή ηεηξάδσλ δηαδνρηθώλ δηαηξεηηθώλ 
ζεκείσλ ηνπ       γηα αληίζηνηρεο παξεκβνιέο Lagrange, δεπηεξνβάζκησλ ή 
ηξηηνβάζκησλ πνιπσλύκσλ, όζεο θαηά πεξίπησζε αληηζηνηρνύλ ζηελ 

ηξέρνπζα ηηκή ηνπ  .  

πζηήλνπκε ζε θάζε ρεηξηζηή ηεο εθαξκνγήο λα θάλεη ηηο δνθηκέο πνπ 
επηζπκεί θαη λα δεη ηελ πιήξε θαηαγξαθή ηεο δξάζεο ηνπ ζην «Ηζηνξηθό». 



Γξαθηθή Απεηθόληζε Μεζόδσλ Αξηζκεηηθήο Οινθιήξσζεο                   Σζαθαιίδεο Κσλζηαληίλνο 

 

 
49 

ΚΔΦΑΛΑΙΟ 5
ν
   

Δπηιεθηηθή παξνπζίαζε ηνπ θώδηθα νξηζκέλσλ ιεηηνπξγηώλ 
ηεο εθαξκνγήο 

 

πληαθηηθή αλάιπζε ηύπσλ ζπλαξηήζεσλ  

function myParse(expression) { 

 var theString=stripSpaces(expression); 

 // Απνκάθξηλζε πεξηηώλ θελώλ από ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο 
 theString=theString.toLowerCase(); 

 // Μεηαηξνπή ηνπ ηύπνπ ζε ραξαθηήξεο απνθιεηζηηθά πεδνύο 
 theString=replaceSubstring(theString,"ημ","sin"); 

 theString=replaceSubstring(theString,"σςν","cos"); 

 theString=replaceSubstring(theString,"ευ","tan"); 

 theString=replaceSubstring(theString,"λογ","log"); 

 theString=replaceSubstring(theString,"τετπι","sqrt"); 

 theString=replaceSubstring(theString,"σ","x"); 

 theString=replaceSubstring(theString,"π","pi"); 

 // Γνθηκή ρξήζεο ησλ ειιεληθώλ νλνκάησλ γηα θάπνηεο καζεκαηηθέο ζπλαξηήζεηο 
 theString=standardizeParens(theString); 

// Ζ function standardizeParens αληηθαζηζηά ηα ζύκβνια νκαδνπνίεζεο {} θαη [] κε  
// παξελζέζεηο 
 if (theString.indexOf("|") > -1) theString=replaceAbsVals(theString); 

// Ζ function replaceAbsVals αληηθαζηζηά ηα ζύκβνια ηεο απόιπηεο ηηκήο || κε ηνλ  
// απνδεθηό ζπκβνιηζκό από ηελ εθαξκνγή 
 if (theString.indexOf("!") > -1) 

theString=replaceFactorials(theString); 

// Ζ function replaceFactorials αληηθαζηζηά ην ζύκβνια ηνπ παξαγνληηθνύ κε ηνλ  
// απνδεθηό ζπκβνιηζκό από ηελ εθαξκνγή 

 theString=replaceSubstring(theString,"++","+"); 

 theString=replaceSubstring(theString,"--","+"); 

 theString=replaceSubstring(theString,"-+","-"); 

 theString=replaceSubstring(theString,"+-","-"); 

 // Πηζαλή ύπαξμε δηπιώλ ζπκβόισλ πξάμεσλ, αληηθαζίζηαηαη κε ηζνδύλακν κνλό 
 theString=putProduct(theString); 

// Ζ function putProduct ηνπνζεηεί ην ζύκβνιν ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ *, όπνπ ε  
// ρεηξόγξαθε ζύληαμε ηύπσλ ην ελλνεί 

 theString=replaceSubstring(theString,")(",")*("); 

 theString=replaceSubstring(theString,")exp",")*exp"); 

 theString=replaceSubstring(theString,")sin",")*sin"); 

 theString=replaceSubstring(theString,")cos",")*cos"); 

 theString=replaceSubstring(theString,")tan",")*tan"); 

 theString=replaceSubstring(theString,")sqrt",")*sqrt"); 

 theString=replaceSubstring(theString,")log",")*log"); 

 theString=replaceSubstring(theString,")ln",")*ln"); 

 theString=replaceSubstring(theString,")abs",")*abs"); 

 theString=replaceSubstring(theString,")pow",")*pow"); 

 theString=replaceSubstring(theString,")round",")*round"); 

 theString=replaceSubstring(theString,"piexp","pi*exp"); 

 theString=replaceSubstring(theString,"pisin","pi*sin"); 

 theString=replaceSubstring(theString,"picos","pi*cos"); 

 theString=replaceSubstring(theString,"pitan","pi*tan"); 

 theString=replaceSubstring(theString,"pisqrt","pi*sqrt"); 

theString=replaceSubstring(theString,"pilog","pi*log"); 

 theString=replaceSubstring(theString,"piln","pi*ln"); 

 theString=replaceSubstring(theString,"piabs","pi*abs"); 

 theString=replaceSubstring(theString,"pipow","pi*pow"); 

 theString=replaceSubstring(theString,"piround","pi*round"); 

 theString=replaceSubstring(theString,"eexp","e*exp"); 

 theString=replaceSubstring(theString,"esin","e*sin"); 

 theString=replaceSubstring(theString,"ecos","e*cos"); 

 theString=replaceSubstring(theString,"etan","e*tan"); 

 theString=replaceSubstring(theString,"esqrt","e*sqrt"); 
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 theString=replaceSubstring(theString,"elog","e*log"); 

 theString=replaceSubstring(theString,"eln","e*ln"); 

 theString=replaceSubstring(theString,"eabs","e*abs"); 

 theString=replaceSubstring(theString,"epow","e*pow"); 

 theString=replaceSubstring(theString,"eround","e*round"); 

 theString=replaceSubstring(theString,"x(","x*("); 

 theString=replaceSubstring(theString,")x",")*x"); 

 theString=replaceSubstring(theString,"pi(","pi*("); 

 theString=replaceSubstring(theString,")pi",")*pi"); 

 theString=replaceSubstring(theString,"e(","e*("); 

 theString=replaceSubstring(theString,")e",")*e"); 

// Οη παξαπάλσ αληηθαηαζηάζεηο αθπξώζεθαλ. Φαίλεηαη πσο θαιύπηνληαη  
// από ηελ function putProduct 

 theString=replaceSubstring(theString,"exp","Math.exp"); 

 theString=replaceSubstring(theString,"sin","Math.sin"); 

 theString=replaceSubstring(theString,"cos","Math.cos"); 

 theString=replaceSubstring(theString,"tan","Math.tan"); 

 theString=replaceSubstring(theString,"sqrt","Math.sqrt"); 

// Αιιαγή βάζεο Λνγαξίζκσλ 
 theString=replaceSubstring(theString,"log","(1/Math.log(10))*Math.log"

); 

// Αληηζηνίρηζε ηνπ δηθνύ καο ln κε ηελ ππάξρνπζα log 
 theString=replaceSubstring(theString,"ln","Math.log");

 theString=replaceSubstring(theString,"abs","Math.abs"); 

 theString=replaceSubstring(theString,"pow","Math.pow"); 

 theString=replaceSubstring(theString,"round","Math.round"); 

// Σα νηθεία νλόκαηα καζεκαηηθώλ ζπλαξηήζεσλ αληηθαζίζηαληαη από ηα  
// αληίζηνηρα ηνπ Math Object ηεο javaScript 

 while (powCheck(theString)) { 

  theString=powFix2(theString); 

// Ζ function powFix2 αληηθαζηζηά ην ζύκβνιν ηεο ύςσζεο ζε δύλακε ^ κε  
// ηνλ απνδεθηό ζπκβνιηζκό από ηελ εθαξκνγή 

 } 

 // theString=theString.toLowerCase(); 
 theString=replaceSubstring(theString,"math.","Math."); 

 // Αληηθαηάζηαζε ηνπ math. κε Math. 
 // Μεηαηξέςακε ην εηζεξρόκελν όξηζκα ζε lower case 
 // Οπόηε αλ ππήξρε ζηνλ ηύπν θαηεπζείαλ εηζαγσγή function από ην Math Object, 
 // ζα πξεέπεη λα αληηθαηαζηαζεί ην math. ζε Math. γηα λα δνπιέςεη 
 return(theString); 

} 

 

Παξεκβνιή Lagrange γηα ηξία ζεκεία ηνπ επηπέδνπ  

function quadraticCurve(x1, y1, x2, y2, x3, y3) { 

// Δπηζηξέθεη ηνλ ηύπν ηεο παξαβνιήο (δεπηεξνβάζκην πνιπώλπκν ηνπ x), 
// πνπ δηέξρεηαη από ηα ηξία ζεκεία (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3) 
// κε ρξήζε παξεκβνιήο Lagrange // http://en.wikipedia.org/wiki/Lagrange_polynomial 
var theDenoms=[(x1-x2) * (x1-x3), 

      (x2-x1) * (x2-x3),  

      (x3-x1) * (x3-x2)]; /* παξεκβνιή Lagrange */ 

// Πίλαθαο κε ηηο παξαζηάζεηο πνπ δίλνπλ ηηο ηηκέο ησλ παξνλνκαζηώλ ηνπ πνιπσλύκνπ 
// numerators y1(x-x2)(x-x3), y2(x-x1)(x-x3), y3(x-x1)(x-x2) /* παξεκβνιή Lagrange */ 
// Οη παξαζηάζεηο πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζνύλ σο αληίζηνηρνη Αξηζκεηέο,  
// κε ηελ κεηαβιεηή x δεπηέξνπ βαζκνύ 
var theNumers=[ 

y1.toString()+"*(x-"+x2.toString()+")*(x-"+x3.toString()+")", 

y2.toString() + "*(x-" + x1.toString() + ")*(x-" + x3.toString() + ")", 

y3.toString() + "*(x-" + x1.toString() + ")*(x-" + x2.toString() + ")" 

]; 

// Ο πίλαθαο ησλ Αξηζκεηώλ κεηαζρεκαηηζκέλσλ ζε κνξθή string 
var theOut=theNumers[0] + "/" + theDenoms[0].toString() + " + " +  

        theNumers[1] + "/" + theDenoms[1].toString() + " + " +   

        theNumers[2] + "/" + theDenoms[2].toString(); 

// Ζ επηζηξεθόκελε παξάζηαζε ηνπ πνιπσλύκνπ ζε κνξθή string, 
// ώζηε κε εθαξκνγή ηεο eval() λα παίξλεη ηηκή αληίζηνηρε ηεο κεηαβιεηήο x 
theOut=replaceSubstring(theOut,"--","+"); 



Γξαθηθή Απεηθόληζε Μεζόδσλ Αξηζκεηηθήο Οινθιήξσζεο                   Σζαθαιίδεο Κσλζηαληίλνο 

 

 
51 

// Ζ επηζηξεθόκελε ηηκή εθθαζαξίδεηαη από ηελ δηαδνρή δύν αξλεηηθώλ πξνζήκσλ 
theOut=replaceSubstring(theOut,"-+","-"); 

// Ζ επηζηξεθόκελε ηηκή εθθαζαξίδεηαη από ηελ δηαδνρή αξλεηηθνύ θαη ζεηηθνύ πξνζήκσλ 
//alert(theOut); /* Γηα ιόγνπο απνζθαικάησζεο κόλνλ */ 
return(theOut); 

} 

 

Παξεκβνιή Lagrange γηα ηέζζεξα ζεκεία ηνπ επηπέδνπ  

function cubicCurve(x1, y1, x2, y2, x3, y3, x4, y4) { 

// Δπηζηξέθεη ηνλ ηύπν ηεο spline (ηξηηνβάζκην πνιπώλπκν ηνπ x), 
// πνπ δηέξρεηαη από ηα ηέζζεξα ζεκεία (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3), {x4, y4} 
// κε ρξήζε παξεκβνιήο Lagrange // http://en.wikipedia.org/wiki/Lagrange_polynomial 
var theDenoms=[(x1-x2) * (x1-x3) * (x1-x4),  

      (x2-x1) * (x2-x3) * (x2-x4),  

      (x3-x1) * (x3-x2) * (x3-x4),  

      (x4-x1) * (x4-x2) * (x4-x3)]; 

// numerators y1(x-x2)(x-x3)(x-x4), y2(x-x1)(x-x3)(x-x4), y3(x-x1)(x-x2)(x-x4), y4(x-x1)(x-x2)(x-x3) 
Var theNumers=[ 

y1.toString()+"*(x-"+x2.toString()+")*(x-"+x3.toString()+")* 

(x-"+x4.toString()+")",  

y2.toString()+"*(x-"+x1.toString()+")*(x-"+x3.toString()+")* 

(x-"+x4.toString()+")",  

y3.toString()+"*(x-"+x1.toString()+")*(x-"+x2.toString()+")* 

(x-"+x4.toString()+")",  

y4.toString()+"*(x-"+x1.toString()+")*(x-"+x2.toString()+")* 

(x-"+x3.toString()+")" 

]; 

var theOut=theNumers[0] + "/" + theDenoms[0].toString()+ " + " +  

        theNumers[1] + "/" + theDenoms[1].toString()+ " + " +   

        theNumers[2] + "/" + theDenoms[2].toString()+ " + " +   

        theNumers[3] + "/" + theDenoms[3].toString(); 

// Ζ επηζηξεθόκελε παξάζηαζε ηνπ πνιπσλύκνπ ζε κνξθή string, 
// ώζηε κε εθαξκνγή ηεο eval() λα πέξλεη ηηκή αληίζηνηρε ηεο κεηαβιεηήο x 
theOut=replaceSubstring(theOut,"--","+"); 

// Ζ επηζηξεθόκελε ηηκή εθθαζαξίδεηαη από ηελ δηαδνρή δύν αξλεηηθώλ πξνζήκσλ 
theOut=replaceSubstring(theOut,"-+","-"); 

// Ζ επηζηξεθόκελε ηηκή εθθαζαξίδεηαη από ηελ δηαδνρή αξλεηηθνύ θαη ζεηηθνύ πξνζήκσλ 
//alert(theOut); /* Γηα ιόγνπο απνζθαικάησζεο κόλνλ */ 
return(theOut); 

} 

 

Τπνινγηζκόο ηνπ νινθιεξώκαηνο  κε ηελ κέζνδν Simpson ηνπ 1/3  

function simpson13Sum(func,a,b,n) { 
// Οξίζκαηα : ε νινθιεξσηέα ζπλάξηεζε,  
// ηα άθξα νινθιήξσζεο,  
// ην πιήζνο ησλ δηαζηεκάησλ δηακέξηζεο 
// x must be global 
// Ο x είλαη κία θαζνιηθή κεηαβιεηή 
var deltaX=(b - a)/n; // Οξίδεηαη ην κήθνο ηεο δηακέξηζεο 

x=a;    // Πξώηε ηηκή γηα ηνλ x ην αξηζηεξό άθξν ηνπ νινθιεξώκαηνο 

var y, sum=0;  // Οξίδεηαη κεηαβιεηή κε αξρηθή ηηκή 0,  

                                                          // γηα ηελ άζξνηζε ησλ επηκέξνπο νινθιεξσκάησλ 
for (var k=1; k<= n-1; k +=2) { 

    // Γηαηξέρνληαη ηα δηαζηήκαηα δηακέξηζεο κε βήκα 2 
 y = eval(func); // Ζ νινθιεξσηέα ζπλάξηεζε αμηνινγείηαη ζηελ ηηκή ηνπ x 
 if (isBad(y)) { return(false) } 

 sum += y;  // Ζ πξνθύπηνπζα ηηκή επαπμάλεη ην ππνινγηδόκελν άζξνηζκα 

 
 x=a + k*deltaX; // Ζ κεηαβιεηή x θάλεη ην πξώην άικα 

 y =eval(func); // Ζ νινθιεξσηέα ζπλάξηεζε αμηνινγείηαη ζηελ ηηκή ηνπ x 
 if (isBad(y)) { return(false) } 

 sum += 4*y; 

    // Ζ πξνθύπηνπζα ηηκή επαπμάλεη ην ππνινγηδόκελν  
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                                                         // άζξνηζκα θαηά ην ηεηξαπιάζηό ηεο 
 
 x=a + (k+1)*deltaX; // Ζ κεηαβιεηή x θάλεη ην δεύηεξν άικα 

 y =eval(func); // Ζ νινθιεξσηέα ζπλάξηεζε αμηνινγείηαη ζηελ ηηκή ηνπ x 
 if (isBad(y)) { return(false) } 

 sum += y;  // Ζ πξνθύπηνπζα ηηκή επαπμάλεη ην ππνινγηδόκελν άζξνηζκα 
} 
sum=(1/3)*deltaX*sum; // Από ηελ ζεσξία, εθαξκνγή ηνπ θαλόλα Simpson ηνπ 1/3 

return(sum);  // Δπηζηξνθή ηνπ ηειηθνύ αζξνίζκαηνο 

} // simpson13Sum 

 

Τπνινγηζκόο ηνπ νινθιεξώκαηνο  κε ηελ κέζνδν Simpson ησλ 3/8 

function simpson38Sum(func,a,b,n) { 

// Οξίζκαηα : ε νινθιεξσηέα ζπλάξηεζε,  
// ηα άθξα νινθιήξσζεο,  
// ην πιήζνο ησλ δηαζηεκάξσλ δηακέξηζεο 
// x must be global 
// Ο x είλαη κία θαζνιηθή κεηαβιεηή 
var deltaX=(b - a)/n; // Οξίδεηαη ην κήθνο ηεο δηακέξηζεο 

x=a;    // Πξώηε ηηκή γηα ηνλ x ην αξηζηεξν άθξν ηνπ νινθιεξώκαηνο 
var y, sum=0; 

// alert('func='+func+' a='+a+' b='+b+' n='+n+' '+deltaX); /* Γηα ιόγνπο απνζθαικάησζεο */ 
for (var k=1; k<=n-2; k += 3) { 

 y =eval(func); // Ζ νινθιεξσηέα ζπλάξηεζε αμηνινγείηαη ζηελ ηηκή ηνπ x 
 if (isBad(y)) { return(false) } 

 sum += y;  // Ζ πξνθύπηνπζα ηηκή επαπμάλεη ην ππνινγηδόκελν άζξνηζκα 

 
 x=a + k*deltaX; // Ζ κεηαβιεηή x θάλεη ην πξώην άικα 
 y =eval(func); 

 if (isBad(y)) { return(false) } 

 sum += 3*y;  // Ζ πξνθύπηνπζα ηηκή επαπμάλεη ην ππνινγηδόκελν άζξνηζκα  

         // θαηά ην ηξηπιάζηό ηεο 
 
 x=a + (k+1)*deltaX; // Ζ κεηαβιεηή x θάλεη ην δεύηεξν άικα 

 y =eval(func); // Ζ νινθιεξσηέα ζπλάξηεζε αμηνινγείηαη ζηελ ηηκή ηνπ x 
 if (isBad(y)) { return(false) } 

 sum += 3*y;  // Ζ πξνθύπηνπζα ηηκή επαπμάλεη ην ππνινγηδόκελν άζξνηζκα 

                                           // θαηά ην ηξηπιάζηό ηεο 

 
 x=a + (k+2)*deltaX; // Ζ κεηαβιεηή x θάλεη ην ηξίην άικα 

 y =eval(func); // Ζ νινθιεξσηέα ζπλάξηεζε αμηνινγείηαη ζηελ ηηκή ηνπ x 
 if (isBad(y)) { return(false) } 

 sum += y;  // Ζ πξνθύπηνπζα ηηκή επαπμάλεη ην ππνινγηδόκελν άζξνηζκα 
} 

 sum=(3/8)*deltaX*sum; // Από ηελ ζεσξία, εθαξκνγή ηνπ θαλόλα Simpson ηνπ 3/8 
 return(sum);  // Δπηζηξνθή ηνπ ηειηθνύ αζξνίζκαηνο 

} // simpson38Sum 

 

Οξηζκόο πίλαθα πξνεπηιεγκέλσλ ζπλαξηήζεσλ θαη ηπραία αξρηθή 
επηινγή από απηέο 

// Λίζηα έηνηκσλ ζπλαξηήζεσλ κε άθξα νινθιήξσζεο 
// πκπιεξώλεηο όζεο επηζπκείο κε ηνλ ηξόπν πνπ είλαη γξακκέλεο νη ππάξρνπζεο :  
// ["Σύπνο", ΚάησΌξην, ΆλσΌξην] 
var iCurFun = 0, iTimeSum=0; 

var aFun = [ 

["x^3+e^(-x)", -1, 2],  

["1/(1+x)", 0, 1],  

["xcos(x)", 0, pi/4],  

["sin(1/x)", .105, 1],  

["(e^x)log(x)", 1, e],  

["2+cos(2(x^.5))", 0, 2],  
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["(e^(-x))sin(8(x^(2/3)))+1", 0, 2],  

["(cos(x))^3", 0, 3],  

["((sin(x))^2)/(x+1)", 0, pi],  

["x^2-5x+6", 1, 4],  

["|x^2-5x+6|", 1, 4], 

["(x-3)(x-5)", 2, 6], 

["|(x-3)(x-5)|", 2, 6], 

["(x+5)(x+3)", -6, -2], 

["|(x+5)(x+3)|", -6, -2], 

["(x+2)(x-1)", -3, 2], 

["|(x+2)(x-1)|", -3, 2], 

["(x^2)(e^x)", 0, 4],  

["1/(x^2-3x+2)", 3, 10],  

["(sin(x))^2", 0, pi/2],  

["sqrt(1-x^2)", -1, 1],  

["1/(x(ln(x))^2)", e, 30],  

["2cos(x^2)", 0, (pi)^.5],  

["((sin(x))^2)sqrt(1-((sin(x))^2))cos(x)+.11", 0, pi/2+e/8],  

["sqrt(1-cos(2x))", 0, pi/2],  

["sqrt(1-cos(2x))", 0, 2*pi], 

["2x^3-3sin(x+1)", -3, 9],  

["sin(x)cos(x/2)", 0, pi],  

["|sin(x)cos(x/2)|", 0, pi],  

["|sin(2x)cos(x/2)|", 0, pi],  

["sin(2x)cos(x/2)", 0, pi],  

["|sin(3x)cos(x/2)|", 0, pi],  

["sin(3x)cos(x/2)", 0, pi],  

["|sin(4x)cos(x/2)|", 0, pi],  

["sin(4x)cos(x/2)", 0, pi],  

["sin(5x)cos(x/2)", 3*pi/4, 4.5*pi/4],  

["cos(5x)sin(x/2)", pi/2, 3.3*pi/2],  

["|cos(5x)sin(x/2)|", pi/2, 2.8*pi/2],  

["|sin(5x)cos(x/2)|", 3*pi/4, 4.5*pi/4],  

["|sin(6x)cos(x/2)|", pi/2-pi/6, pi/2+pi/7],  

["sin(6x)cos(x/2)", pi/2-pi/6, pi/2+pi/7],  

["|sin(7x)cos(x/2)|", pi/2-pi/7, pi/2+pi/7], 

["sin(7x)cos(x/2)", pi/2-pi/7, pi/2+pi/9],  

["|sin(8x)cos(x/2)|", pi/2-pi/8, pi/2+pi/7],  

["sin(8x)cos(x/2)", pi/2-pi/7, pi/2+pi/9],  

["|sin(9x)cos(x/2)|", pi/2-pi/7, pi/2+pi/9],  

["sin(9x)cos(x/2)", pi/2-pi/9, pi/2+pi/7], 

["(1/5)((1/100)(322+3x(98+x(37+x)))-24x/(1+x^2))", -2, 2],  

["7x-8.5x^2+3x^3", 0, 2],  

["9", 1, 3], 

["2x^2",1 ,3], 

["2x^2+9", 1, 3], 

["2x^2-9", 1, 3], 

["(2x+3)/(x^2+3x+7)", -4, 2]  

]; 

/* Έλαο πίλαθαο, κε ζηνηρεία πίλαθεο ηεο κνξθήο : ["Σύπνο", ΚάησΌξην, ΆλσΌξην] */ 
if (aFun.length){ /* Έλεγσορ ύπαπξηρ πεπιεσομένος στον πίνακα */ 

 iTimeSum=parseInt(JSTimeStamp()); 

 /* Έλαο αθέξαηνο ηεο κνξθήο ΔΔΔΔΜΜΖΖΩΩΛΛΓΓΥΥΥ 
 Δπηζηξέθεηαη από ηελ JSTimeStamp() έλα string ηεο ρξνληθήο ζηηγκήο θιήζεο ηεο 
 Δίλαη κνλαδηθόο θάζε ρξνληθή ζηηγκή, κε αθξίβεηα ρηιηνζηνύ ηνπ δεπηεξνιέπηνπ */ 
 iCurFun = iTimeSum % aFun.length; 

 /* Σν ππόινηπν ηεο δηαίξεζεο ηνπ παξαπάλσ αθεξαίνπ 
 δηα ηνπ πιήζνπο ησλ θαηαρσξεκέλσλ ζπλαξηήζεσλ  
 νπόηε ιακβάλσ ηελ ζεηξά θάπνηαο κέζα ζηνλ πίλαθα */ 
 theInFunction=aFun[iCurFun][0]; a=aFun[iCurFun][1],b=aFun[iCurFun][2]; 

 /* απόδνζε ηηκώλ ζηηο θαζνιηθέο κεηαβεηέο πνπ θέξνπλ ηηο αμίεο   
 ηνπ ηύπνπ ηεο νινθιεξσηέαο ζπλάξηεζεο θαη ησλ άθξσλ νινθιήξσζεο 
 από ηελ επηιεγείζα "ηπραία" από απηέο */ 
} 
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Μεηαηξνπή θιαζκάησλ ζε «νκώλπκα» 

function toHomonyms(sFr1,sFr2){ /* Οξίζκαηα ηα δύν θιάζκαηα ζε κνξθή string */ 
 var iAriFr1, iAriFr2, iParFr1, iParFr2; 

 var aAriPar1 = (sFr1+'/1').split('/');  

 /* Πξνζζήθε ηνπ '/1' γηα πεξηπηώζεηο αθεξαίσλ νξηζκάησλ */ 
 /* Πίλαθαο κε ζηνηρεία ηα κέξε εθαηέξσζελ ηνπ '/' */ 
 /* Μαο ελδηαθέξνπλ ηα δύν πξώηα. ηελ πεξίπησζε αθεξαίσλ νξηζκάησλ δεύηεξν είλαη ην '1' */ 
 iAriFr1 = parseInt(aAriPar1[0]); /* Κιάζκα 1ν : Ο αθέξαηνο ηνπ αξηζκεηή */ 

 iParFr1 = parseInt(aAriPar1[1]); /* Κιάζκα 1ν : Ο αθέξαηνο ηνπ παξνλνκαζηή */ 
 var aAriPar2 = (sFr2+'/1').split('/'); 

 /* Πξνζζήθε ηνπ '/1' γηα πεξηπηώζεηο αθεξαίσλ νξηζκάησλ */ 
 /* Πίλαθαο κε ζηνηρεία ηα κέξε εθαηέξσζελ ηνπ '/' */ 
 /* Μαο ελδηαθέξνπλ ηα δύν πξώηα. ηελ πεξίπησζε αθεξαίσλ νξηζκάησλ δεύηεξν είλαη ην '1' */ 
 iAriFr2 = parseInt(aAriPar2[0]); /* Κιάζκα 2ν :  Ο αθέξαηνο ηνπ αξηζκεηή */ 

 iParFr2 = parseInt(aAriPar2[1]); /* Κιάζκα 2ν :  Ο αθέξαηνο ηνπ παξνλνκαζηή */ 

 var aRet = ["",""]; /* Ο επηζηξεθόκελνο πίλαθαο κε νκώλπκεο θιαζκαηηθέο κνξθέο */ 

 var iLcm = LCM(iParFr1,iParFr2); /* Σν Δ.Κ.Π. ησλ παξνλνκαζηώλ */ 

 aRet[0] = iAriFr1*(iLcm/iParFr1)+'/'+iLcm; /* Σν 1ν από ηα νκώλπκα θιάζκαηα */ 

 aRet[1] = iAriFr2*(iLcm/iParFr2)+'/'+iLcm; /* Σν 2ν από ηα νκώλπκα θιάζκαηα */ 

 /* Δδώ θάλακε απηό πνπ ζην δεκνηηθό θάλακε κε ηα "θαπειάθηα" πάλσ ζηα θιάζκαηα */ 
 /* Ζ πξάμε +'/'+ αλάκεζα ζηνπο αθέξαηνπο όξνπο ηνπ θάζε θιάζκαηνο έθαλε νιόθιεξε ηελ 
κνξθή string */ 
 return(aRet); 

} // toHomonyms 
 

function LCM(x, y){ /* Least Common Multiple */ 
 var w=x*y/GCD(x,y); 

 /* Ωο γλσζηόλ x*y = LCM(x, y)*GCD(x, y) */ 
 /* http://www.adammil.net/math/topic_topNumbersDivisibility.html */ 
 return w; 

} // LCM 
 

function GCD(x, y) { /* Greatest Common Divisor */ 
 var w; 

 // if (x>y) {x=x+y; y=x-y; x=x-y;} /* tricky x, y values swap */ 
  /* Ζ αληηκεηάζεζε ησλ x, y δελ απαηηείηαη γηα ηελ εύξεζε ηνπ κηθξνύ, δηόηη ζα γίλεη κέζα ζην 
πξώην loop αλ ρξεηαζηεί */ 
 while (y != 0) { 

  /* Δθαξκνγή ηνπ αιγνξίζκνπ ηνπ Δπθιείδε. Μ.Κ.Γ. είλαη ην ηειεπηαίν κε κεδεληθό 
ππόινηπν ηεο δηαίξεζεο ηνπ κεγάινπ πξνο ηνλ κηθξό από ηνπο x, y */ 
  w = x % y; /* w είλαη ην ππόινηπν ηεο δηαίξεζεο x/y */ 

  x = y; /* Γηαηξεηένο νλνκάδεηαη ν πξνεγνύκελνο Γηαηξέηεο */ 

  y = w; /* Γηαηξέηεο νλνκάδεηαη ην πξνεγνύκελν ππόινηπν */ 

  /* Δίλαη θαηάιιεινο γηα δηαηξέηεο δηόηη σο ππόινηπν ηεο πξνεγνύκελεο δηαίξεζεο, 
είλαη κηθξόηεξνο από ηνλ αληίζηνηρν δηαηξέηε, ην ιέεη ν Δπθιείδεο ζηνλ αιγόξηζκν ηεο δηαίξεζεο : 
Γ=δπ+π, 0<=π<δ */ 
 } 

 /* Βγήθακε από ηνλ βξόρν, νπόηε y=0 θαη w=0, άξα Μ.Κ.Γ. είλαη ε πξνεγνύκελε ηηκή ηνπ w, 
δειαδή ν x, πνπ πήξε ηελ ηηκή ηνπ y, πνπ ηελ είρε πάξεη από ηνλ w */ 
 return x; 

} // GCD 
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ΚΔΦΑΛΑΙΟ 6
ν
   

Σεθκεξίσζε Απνηειεζκάησλ ηεο Δθαξκνγήο 

 

ην κέξνο απηό ηεο εξγαζίαο ζα πξνζπαζήζνπκε λα επαιεζεύζνπκε ηα 
απνηειέζκαηα ηεο εθαξκνγήο καο, κε ρξήζε παξαδνζηαθνύ αλαιπηηθνύ - 
ρεηξνπνίεηνπ ινγηζκνύ, θαζώο θαη αμηόπηζησλ, εμεηδηθεπκέλσλ θαη 
πηζηνπνηεκέλσλ επηζηεκνληθώο, εθαξκνγώλ κε Μαζεκαηηθό 
πξνζαλαηνιηζκό. 

Υξεζηκνπνηνύκε σο αλαθνξά ζηνηρεία από ηνλ Πίλαθα 12 ηεο ελόηεηαο 
«Παξνπζίαζε δείγκαηνο ηνπ ηεξνύκελνπ ηζηνξηθνύ» ηνπ 4νπ Κεθαιαίνπ. 
 

Οινθιήξσζε κε ηνλ αλαιπηηθό ηξόπν 
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Γξαθηθή Παξάζηαζε ζηελ Mathematica 

Με ηελ function Plot,ε νπνία δέρεηαη σο νξίζκαηα :  

 ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο θαη 

 ην ζύλνιν κε ζηνηρεία : ην όλνκα ηεο κεηαβιεηήο θαη ηα άθξα ηνπ 
δηαζηήκαηνο ζην νπνίν ζα γίλεη ε γξαθηθή παξάζηαζε. 

 

Δηθόλα 8 - Γξαθηθή Παξάζηαζε ζηελ Mathematica 
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Οινθιήξσζε ζηελ Mathematica 

Με ηελ function Integrate, ε νπνία δέρεηαη σο νξίζκαηα :  

 ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο θαη 

 ην ζύλνιν κε ζηνηρεία : ην όλνκα ηεο κεηαβιεηήο θαη ηα άθξα ηνπ 
δηαζηήκαηνο νινθιήξσζεο. 

 

 

Δηθόλα 9 - Οινθιήξσζε ζηελ Mathematica 

 

Κνηλή Γξαθηθή Παξάζηαζε ζπλάξηεζεο - ζπκπησηηθώλ παξεκβνιώλ 
ζηελ Mathematica 

 

1. Simpson ηνπ 1/3, ζην δηάζηεκα      , γηα    . 

 

a. Από ηελ γξακκή 6 ηνπ Πίλαθα 12 αληηγξάθσ ηα ζηνηρεία ηεο 
παξεκβνιήο Lagrange γηα ην πξώην δεύγνο ησλ δηαζηεκάησλ 
ηεο δηακέξηζεο :  
 

Points(1) : (x1, y1) = (0, 0) 
(x2, y2) = (0.3333333333333333, 1.4999999999999998) 
(x3, y3) = (0.6666666666666666, 1.777777777777777) 

quadraticCurve(1) : 
 
y = 0 * (x - 0.3333333333333333)  *  
(x - 0.6666666666666666) / 0.2222222222222222 +  
1.4999999999999998 * (x - 0) *  
(x - 0.6666666666666666) / -0.1111111111111111 +  
1.777777777777777 * (x - 0) *  
(x - 0.3333333333333333) / 0.2222222222222222 

 

Υξεζηκνπνηώ ηελ function Plot ηεο Mathematica. Απηή δέρεηαη 

δύν νξίζκαηα :  

 ην πξώην είλαη ζύλνιν πνπ έρεη σο ζηνηρεία ηνπο ηύπνπο ησλ 
ζπλαξηήζεσλ, 

 ην δεύηεξν είλαη επίζεο ζύλνιν κε ζηνηρεία : ην όλνκα ηεο 
κεηαβιεηήο θαη ηα δύν άθξα ηνπ δηαζηήκαηνο ζην νπνίν ζα 
γίλεη ε γξαθηθή παξάζηαζε. 

Με ηελ Plot παξηζηάλσ γξαθηθά, ζην ίδην ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ, 

ηελ ππό κειέηελ ζπλάξηεζε θαη ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο, πνπ δίλεη ε 
παξεκβνιή Lagrange γηα ηα ηξία άθξα ησλ δύν πξώησλ δηαζηεκάησλ 
ηεο δηακέξηζεο. Παξαηεξνύκε ζην απνηέιεζκα ηεο Mathematica ηελ 

αξηζηεξή ιεπηνκέξεηα από ην γξάθεκα γηα     ηνπ παξαπάλσ 
Πίλαθα 8. Ζ ηαύηηζε είλαη πξνθαλήο. 
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Δηθόλα 10 - Κνηλή Γξαθηθή Παξάζηαζε ζπλάξηεζεο / ζπκπησηηθώλ παξεκβνιώλ (Simpson 1/3) 
πξώηνπ δεύγνπο ζηελ Mathematica 

 

b. Από ηελ γξακκή 6 ηνπ Πίλαθα 12 αληηγξάθσ ηα ζηνηρεία ηεο 
παξεκβνιήο Lagrange γηα ην δεύηεξν δεύγνο ησλ δηαζηεκάησλ 
ηεο δηακέξηζεο : 
 

Points(2) : (x1, y1) = (0.6666666666666666, 1.777777777777777) 
(x2, y2) = (1, 1.5) 
(x3, y3) = (1.3333333333333333, 1.3333333333333304) 

quadraticCurve(2) : 
 
y = 1.777777777777777 * (x - 1) *  
(x - 1.3333333333333333) / 0.22222222222222224 + 
1.5 * (x - 0.6666666666666666) *  
(x - 1.3333333333333333) / -0.1111111111111111 + 
1.3333333333333304 * (x - 0.6666666666666666) *  
(x - 1) / 0.22222222222222215 

 
Καη πάιη ζηελ Mathematica παξηζηάλσ γξαθηθά ηελ ππό κειέηελ 
ζπλάξηεζε θαη ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο, πνπ δίλεη ε παξεκβνιή 
Lagrange γηα ηα ηξία άθξα ηνπ δεύηεξνπ δεύγνπο από ηα 
δηαζηήκαηα ηεο δηακέξηζεο. Παξαηεξνύκε ζην απνηέιεζκα ηεο 

Mathematica ηελ κεζαία ιεπηνκέξεηα από ην γξάθεκα γηα     
ηνπ παξαπάλσ Πίλαθα 8. Ζ ηαύηηζε θαη πάιη είλαη πξνθαλήο. 
 



Γξαθηθή Απεηθόληζε Μεζόδσλ Αξηζκεηηθήο Οινθιήξσζεο                   Σζαθαιίδεο Κσλζηαληίλνο 

 

 
58 

 

Δηθόλα 11 -  Κνηλή Γξαθηθή Παξάζηαζε ζπλάξηεζεο / ζπκπησηηθώλ παξεκβνιώλ (Simpson 1/3) 
δεύηεξνπ δεύγνπο ζηελ Mathematica 

 

c. Από ηελ γξακκή 6 ηνπ Πίλαθα 12 αληηγξάθσ ηα ζηνηρεία ηεο 
παξεκβνιήο Lagrange γηα ην ηξίην δεύγνο ησλ δηαζηεκάησλ ηεο 
δηακέξηζεο : 
 

Points(3) : (x1, y1) = (1.3333333333333333, 1.3333333333333304) 
(x2, y2) = (1.6666666666666665, 1.9444444444444429) 
(x3, y3) = (1.9999999999999998, 4) 

quadraticCurve(3) : 
 
y = 1.3333333333333304 * (x - 1.6666666666666665) *  
(x - 1.9999999999999998) / 0.22222222222222213 + 
1.9444444444444429 * (x - 1.3333333333333333) *  
(x 1.9999999999999998) / -0.11111111111111106 + 
4 * (x - 1.3333333333333333) * 
(x - 1.6666666666666665) / 0.22222222222222213 

 
ην πεξηβάιινλ ηεο Mathematica παξηζηάλσ γξαθηθά ηελ ππό 
κειέηελ ζπλάξηεζε θαη ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο, πνπ δίλεη ε 
παξεκβνιή Lagrange γηα ηα ηξία άθξα ηνπ ηξίηνπ δεύγνπο από ηα 
δηαζηήκαηα ηεο δηακέξηζεο. Παξαηεξνύκε ζην απνηέιεζκα ηεο 

Mathematica ηελ δεμηά ιεπηνκέξεηα από ην γξάθεκα γηα     ηνπ 
παξαπάλσ Πίλαθα 8. Ζ ζύκπησζε θαη πάιη είλαη πξνθαλήο. 
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Δηθόλα 12 -  Κνηλή Γξαθηθή Παξάζηαζε ζπλάξηεζεο / ζπκπησηηθώλ παξεκβνιώλ (Simpson 1/3) 
ηξίηνπ δεύγνπο ζηελ Mathematica 

 

2. Simpson ησλ 3/8, ζην δηάζηεκα      , γηα    . 

 

a. Από ηελ γξακκή 7 ηνπ Πίλαθα 12 αληηγξάθσ ηα ζηνηρεία ηεο 
παξεκβνιήο Lagrange γηα ηελ πξώηε ηξηάδα ησλ δηαζηεκάησλ 
ηεο δηακέξηζεο :  
 

Points(1) : (x1, y1) = (0, 0) 
(x2, y2) = (0.3333333333333333, 1.4999999999999998)        
(x3, y3) = (0.6666666666666666, 1.777777777777777)          
(x4, y4) = (1, 1.5) 

cubicCurve(1) : 
 
y = 0 * (x - 0.3333333333333333) *  
(x - 0.6666666666666666)*(x - 1) / -0.2222222222222222 + 
1.4999999999999998 * (x - 0) * (x - 0.6666666666666666) * 
(x - 1) / 0.07407407407407408 +  
1.777777777777777 * (x - 0) * (x - 0.3333333333333333) * 
(x - 1) / -0.07407407407407408 + 
1.5 * (x - 0) * (x - 0.3333333333333333) *  
(x - 0.6666666666666666) / 0.22222222222222227 

 

Ζ function Plot ηεο Mathematica παξηζηάλεη γξαθηθά ηελ ππό 

κειέηελ ζπλάξηεζε θαη ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο πνπ δίλεη ε 
παξεκβνιή Lagrange γηα ηελ πξώηε ηξηάδα δηαζηεκάησλ ηεο 
δηακέξηζεο. Παξαηεξνύκε ζην απνηέιεζκα ηεο Mathematica ηελ 

αξηζηεξή ιεπηνκέξεηα από ην γξάθεκα γηα     ηνπ παξαπάλσ 
Πίλαθα 10. Ζ ηαύηηζε ησλ γξαθεκάησλ είλαη πξνθαλήο. 



Γξαθηθή Απεηθόληζε Μεζόδσλ Αξηζκεηηθήο Οινθιήξσζεο                   Σζαθαιίδεο Κσλζηαληίλνο 

 

 
60 

 

 

Δηθόλα 13 -  Κνηλή Γξαθηθή Παξάζηαζε ζπλάξηεζεο / ζπκπησηηθώλ παξεκβνιώλ (Simpson 3/8) 
πξώηεο ηξηάδαο ζηελ Mathematica 

 

b. Από ηελ γξακκή 7 ηνπ Πίλαθα 12 αληηγξάθσ ηα ζηνηρεία ηεο 
παξεκβνιήο Lagrange γηα ηελ δεύηεξε ηξηάδα ησλ δηαζηεκάησλ 
ηεο δηακέξηζεο :  
 

Points(2) : (x1, y1) = (1, 1.5) 
(x2, y2) = (1.3333333333333333, 1.3333333333333304) 
(x3, y3) = (1.6666666666666665, 1.9444444444444429) 
(x4, y4) = (1.9999999999999998, 4) 

cubicCurve(2) : 
 
y = 1.5 * (x - 1.3333333333333333) *  
(x - 1.6666666666666665) *  
(x - 1.9999999999999998) / -0.22222222222222207 + 
1.3333333333333304 * (x - 1) * (x - 1.6666666666666665) * 
(x - 1.9999999999999998) / 0.07407407407407403 + 
1.9444444444444429 * (x - 1) * (x - 1.3333333333333333) *  
(x - 1.9999999999999998) / -0.07407407407407403 + 
4 * (x - 1) * (x - 1.3333333333333333) *  
(x - 1.6666666666666665) / 0.2222222222222221 

 

ηελ Mathematica παξηζηάλνπκε γξαθηθά ηελ ππό κειέηελ ζπλάξηεζε 
θαη ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο πνπ δίλεη ε παξεκβνιή Lagrange γηα ηελ 
δεύηεξε ηξηάδα δηαζηεκάησλ ηεο δηακέξηζεο. Παξαηεξνύκε ζην 
απνηέιεζκα ηεο Mathematica ηελ δεμηά ιεπηνκέξεηα από ην γξάθεκα 
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γηα     ηνπ παξαπάλσ Πίλαθα 10. Ζ ηαύηηζε ησλ γξαθηθώλ 
παξαζηάζεσλ είλαη πξνθαλήο. 

 

 

Δηθόλα 14 -  Κνηλή Γξαθηθή Παξάζηαζε ζπλάξηεζεο / ζπκπησηηθώλ παξεκβνιώλ (Simpson 3/8) 
δεύηεξεο ηξηάδαο ζηελ Mathematica 

 

Απινπνίεζε ηύπνπ ζπκπησηηθήο παξεκβνιήο ζηελ Mathematica 

Από ην «Ηζηνξηθό» αληηγξάθνπκε ηελ πνιπσλπκηθή θαηά Lagrange 

παξεκβνιή γηα ηελ αλσηέξσ ζπλάξηεζε                    , ζην 

δηάζηεκα       θαη γηα    . 

 

Points(1) : 
(x1, y1) = (0, 0) 
(x2, y2) = (0.6666666666666666, 1.777777777777777) 
(x3, y3) = (1.3333333333333333, 1.3333333333333304) 
(x4, y4) = (2, 4) 

cubicCurve(1) : 
 
y = 0 * (x - 0.6666666666666666) * (x - 1.3333333333333333) * 
(x - 2) / -1.7777777777777777 +  
1.777777777777777 * (x - 0) * (x - 1.3333333333333333) *  
(x - 2) / 0.5925925925925927 + 
1.3333333333333304 * (x - 0) * (x - 0.6666666666666666) *  
(x - 2) / -0.5925925925925927 + 
4 * (x - 0) * (x - 0.6666666666666666) *  
(x - 1.3333333333333333) / 1.7777777777777781 

  

ηόρνο καο είλαη ε απινπνίεζε ηνπ ηύπνπ ηεο ζπκπησηηθήο παξεκβνιήο, 
πνπ θηίδεηαη από ηελ εθαξκνγή, έρεη κέζα ηνπ ηηο γλσζηέο αιγεβξηθέο 
πξάμεηο, επηπέδνπ Β’ Γπκλαζίνπ. Σν κέγεζόο ηνπ όκσο θνβίδεη. Ο πξώηνο 
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από ηνπο ηξεηο όξνπο ηνπ κεδελίδεηαη κελ, νπόηε ν θόπνο ειαηηώλεηαη θαηά ην 
1/3, αιιά νη εκθαληδόκελνη πνιπςήθηνη δεθαδηθνί, δελ είλαη εύθνινη ζηελ 
ρεηξόγξαθε δηαρείξηζή ηνπο γηα έλα αμηόπηζην απνηέιεζκα. 

Καηαθεύγνπκε θαη πάιη ζηελ εγγύεζε ηεο Mathematica. Με ρξήζε 

θαηάιιειεο function (ηεο Simplify ε νπνία δέρεηαη σο όξηζκα κία 

πεπιεγκέλε παξάζηαζε) απινπνηνύκε ηνλ ηύπν ηεο παξεκβαιιόκελεο 
θακπύιεο. Σν απνηέιεζκα ηεο απινπνίεζεο επηβεβαηώλεη όηη ζηα ηέζζεξα 
ζεκεία, πνπ πήξακε πάλσ ζηελ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ηξηηνβάζκηαο 

ζπλάξηεζεο                    , παξεκβάιιεηαη ηξηηνβάζκην 

πνιπώλπκν, πνπ ηαπηίδεηαη κε ηελ     . 

Γειαδή ζην παξάδεηγκα ηεο ζπλάξηεζεο                    , ε 
παξεκβνιή Lagrange γηα ηέζζεξα ζεκεία ηεο γξαθηθήο ηεο παξάζηαζεο, 
νδεγεί ζηελ ίδηα ηελ     . 

 

 

Δηθόλα 15 - Απινπνίεζε ηύπνπ ζπκπησηηθήο παξεκβνιήο ζηελ Mathematica 

 

Παξόκνηα πεηξάκαηα επαιήζεπζεο ησλ παξεκβαιινκέλσλ πνιπσλύκσλ 
έγηλαλ πνιιά. Ζ θαηάιεμε πάληα θνηλή θαη πξνθαλήο (έρεη γίλεη ήδε ζρεηηθή 
παξαηήξεζε ζην ζεσξεηηθό κέξνο ζηελ ελόηεηα : «Παξεκβνιή – 
παξεκβνιηθό πνιπώλπκν» ηνπ 2νπ Κεθαιαίνπ ηεο παξνύζεο) :  

 Σν παξεκβαιιόκελν δεπηεξνβάζκην πνιπώλπκν, ζε ηξία ζεκεία κηαο 

ζπλάξηεζεο                     β’ βαζκνύ, θαίλεηαη κελ 
δύζρξεζην ιόγσ ησλ ζπληειεζηώλ ηνπ, όκσο κεηά ηηο πξάμεηο 
θαηαιήγεη ζηελ     . 

 Σν παξεκβαιιόκελν ηξηηνβάζκην πνιπώλπκν, ζε ηέζζεξα ζεκεία κηαο 

ζπλάξηεζεο                        γ’ βαζκνύ, θαίλεηαη κελ 
δύζρξεζην ιόγσ ησλ ζπληειεζηώλ ηνπ, όκσο κεηά ηηο πξάμεηο 
θαηαιήγεη ζηελ     . 

Όκσο : 
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 Καλείο δελ πξέπεη λα πεξηκέλεη κε πνιπσλπκηθή παξεκβνιή ζε ηξία 
ζεκεία ηξηηνβάζκηαο ζπλάξηεζεο      (εθαξκνγή ηεο κεζόδνπ 

Simpson ηνπ 1/3), λα θαηαιήμεη ζηελ     . 
 Καλείο δελ πξέπεη λα πεξηκέλεη κε πνιπσλπκηθή παξεκβνιή ζε 

ηέζζεξα ζεκεία δεπηεξνβάζκηαο ζπλάξηεζεο      (εθαξκνγή ηεο 
κεζόδνπ Simpson ηνπ 3/8), λα θαηαιήμεη ζηελ     . 

 Καλείο δελ πεξηκέλεη θάπνηα από ηηο αλσηέξσ πνιπσλπκηθέο 
παξεκβνιέο, ζε ηξία ή ηέζζεξα ζεκεία κηαο κε πνιπσλπκηθήο (π.ρ. 
ηξηγσλνκεηξηθήο – ινγαξηζκηθήο – εθζεηηθήο …) ζπλάξηεζεο      λα 
θαηαιήμεη ζηελ     . Καη ε πεξίπησζε απηή δελ είλαη ε εμαίξεζε, παξά 
ν θαλόλαο. Ζ πξνζεγγηζηηθή δηαδηθαζία ηεο Αξηζκεηηθήο Οινθιήξσζεο 
πξνέθπςε από ηελ αλάγθε ρεηξηζκνύ ζπλαξηήζεσλ κε δύζθνινπο 
ηύπνπο θαη όρη γηα ηνπο πνιπσλπκηθνύο. Οη πνιπσλπκηθέο ζπλαξηήζεηο 
νινθιεξώλνληαη αλαιπηηθά από ηνλ θαζέλα. Σν πξόβιεκα εζηηάδεηαη 
ζηνπο «δύζηξνπνπο» ηύπνπο θαη ηα ζπκπησηηθά πνιπώλπκα ηνπ 
Lagrange, ηα νπνία αμηνπνηνύλ νη κέζνδνη νινθιήξσζεο ηνπ Simpson, 
είλαη ην θαζνξηζηηθό εξγαιείν γηα ηελ επίιπζή απηνύ ηνπ πξνβιήκαηνο. 

 

Σα απνηειέζκαηα  από ηηο παξαπάλσ ζπγθξίζεηο νδεγνύλ ζην αζθαιέο 
ζπκπέξαζκα : Ζ εθαξκνγή ιεηηνπξγεί ζσζηά θαη ζηόρνο ηεο είλαη λα 
νινθιεξώζεη αξηζκεηηθά νπνηαδήπνηε ζπλάξηεζε νξίδεηαη ζην δηάζηεκα 
νινθιήξσζήο ηεο. Αο ρξεζηκνπνηεζεί ε εθαξκνγή θαη γηα ηηο εύθνιεο 
πεξηπηώζεηο ηύπσλ, γηα ηνπο νπνίνπο είλαη γλσζηά ηα Αόπιζηα 
Ολοκληπώμαηά ηνπο. Ζ ηαρύηεηα ππνινγηζκνύ ζα αληακείςεη ηνλ ρεηξηζηή. 

Δθεί βέβαηα πνπ ζα θαλεί ε αμία ηεο εθαξκνγήο, ζα είλαη νη πεξηπηώζεηο 
ηύπσλ, γηα ηνπο νπνίνπο δελ καο είλαη γλσζηά ηα Αόπιζηα Ολοκληπώμαηα. Ζ 
ηαρύηεηα θαη ε αθξίβεηα ησλ ππνινγηζκώλ ζα ηεζνύλ ζηελ ππεξεζία καο. 
Οπνηαδήπνηε από ηηο κεζόδνπο δίλεη αμηόπηζηα, κε πνιύ κηθξή απόθιηζε από 

ην πξαγκαηηθό, απνηειέζκαηα, όηαλ αλεβαίλεη ην πιήζνο   ησλ δηακεξίζεσλ. 

Γελ ππάξρεη πιένλ ε αλάγθε ηνπ πξνζδηνξηζκνύ ησλ ζπκπησηηθώλ 
πνιπσλύκσλ Lagrange, ηα νπνία ζα νινθιεξώζνπκε, ώζηε πεηύρνπκε 
αθξηβέζηεξν απνηέιεζκα ζην πξόβιεκά καο. Ούηε ζα πξέπεη λα «αλνίμνπκε 
ηελ πίζσ πόξηα» ηνπ «Ηζηνξηθνύ» ηεο εθαξκνγήο καο, γηα λα βξνύκε έηνηκα 
ηα ζπκπησηηθά πνιπώλπκα γηα λα πεηύρνπκε ηνλ ζηόρν καο. Απηά ζα 
κπνξνύζαλ λα θαλνύλ ρξήζηκα ηελ επνρή ηνπ Simpson, ηόηε πνπ ε απαίηεζε 
εθηέιεζεο ησλ ππνινγηζκώλ ηθαλνπνηνύληαλ κόλν από ηθαλνύο 
«ρεηξώλαθηεο», ρσξίο θακία ηερληθή βνήζεηα. ήκεξα έρνπκε αλαζέζεη απηό 
ην έξγν ζηηο θαηάιιεια πξνγξακκαηηζκέλεο «κεραλέο». 
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ Α’ 

Αξηζκεηηθή Οινθιήξσζε ζε δηαθεθξηκέλα δεδνκέλα 

 

Έζησ όηη από ηελ θαηαγξαθή ελόο θαηλνκέλνπ   πξνέθπςαλ ζηνηρεία 
κέηξεζεο πνπ εκθαλίδνληαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα θαη δεηείηαη λα 

ππνινγηζηεί ην νινθιήξσκα ηεο  , ζην δηάζηεκα πνπ νξίδνπλ νη αθξαίεο ηηκέο 
ηεο κεηαβιεηήο  . 

 

  0 1 2 3 4 5 6 7 

   1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 

   1.543 1.669 1.811 1.971 2.151 2.352 2.577 2.828 

 

Δπίιπζε κε ζπλδπαζκό κεζόδσλ Simpson ηνπ 1/3 θαη Simpson ησλ 3/8 

 

Γηα ηα δηαθεθξηκέλα δεδνκέλα απηνύ ηνπ πξνβιήκαηνο ζα εθαξκόζνπκε 
Αξηζκεηηθή Οινθιήξσζε κε ζπλδπαζκό ησλ θαλόλσλ Simpson ηνπ 1/3 θαη 
Simpson ησλ 3/8 σο αθνινύζσο : 

 Παξαηεξνύκε όηη έρνπκε νθηώ (8) ηηκέο γηα ηελ κεηαβιεηή  , νπόηε 
πξνθύπηνπλ       ππνδηαζηήκαηα. 

 Έηζη δελ κπνξεί λα γίλεη εθαξκνγή ηνπ θαλόλα Simpson ηνπ 1/3 (ην   

δελ δηαηξείηαη κε ην 2), αιιά νύηε θαη ηνπ Simpson ησλ 3/8 (ην   δελ 
δηαηξείηαη κε ην 3). 

 Ωζηόζν, ζε θάζε πξόβιεκα απηήο ηεο κνξθήο, κπνξνύκε λα 
ζπλδπάζνπκε ηηο κεζόδνπο κε θαηάιιειν ρεηξηζκό ησλ δηαζηεκάησλ : 
o Θα εθαξκόζνπκε ηνλ θαλόλα Simpson ηνπ 1/3 ζην δηάζηεκα [1.0, 

1.4] (4 ππνδηαζηήκαηα, άξα δύν δηαδνρηθά δεύγε δηαζηεκάησλ), θαη 
o Θα εθαξκόζνπκε ηνλ θαλόλα Simpson ησλ 3/8 ζηνλ δηάζηεκα [1.4, 

1.7] (3 ππνδηαζηήκαηα, κία ηξηάδα δηαδνρηθώλ). 

Δθαξκόδνπκε θαηά δηαζηήκαηα νινθιήξσζε σο εμήο : 

 Καλόλαο Simpson ηνπ 1/3 γηα ηα δύν δηαδνρηθά δηαζηήκαηα : [1.0, 1.1], 
[1.1, 1.2]. Δίλαη h=0.1, νπόηε : 

 ∫       
   

   
 

 

 
            

   

 
                              . 

 Καλόλαο Simpson ηνπ 1/3 γηα ηα δύν δηαδνρηθά δηαζηήκαηα : [1.2, 1.3], 
[1.3, 1.4]. Δίλαη h=0.1, νπόηε : 

 ∫       
   

   
 

 

 
            

   

 
                              . 

 Καλόλαο Simpson ησλ 3/8 γηα ηα ηξία δηαδνρηθά δηαζηήκαηα : [1.4, 1.5], 

[1.5, 1.6], [1.6, 1.7]. Δίλαη      , νπόηε : 
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 ∫        
  

 

   

   
                

      

 
                       

               . 

 Πξνζζέηνπκε ηα επί κέξνπο απνηειέζκαηα θαη έρνπκε : 

 ∫       
   

   
   ∫       

   

   
 ∫       

   

   
 ∫     

   

   
    

                                     . 

 

εκείσζε: Δλαιιαθηηθά, κπνξνύκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε θαλόλα Simpson 
ησλ 3/8 ζην δηάζηεκα [1.0, 1.3] θαη Simpson ηνπ 1/3 ζην δηάζηεκα [1.3, 1.7]. 
Θα ιάβνπκε βεβαίσο κηα δηαθνξεηηθή πξνζέγγηζε : 1.4704416. 
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